
Tout le cours avec :
• Les objectifs-clés du programme
• Les notions à maîtriser
• �Les démonstrations  

incontournables

Entraînement intensif avec :
• �Des vrai/faux
• �Des exercices d’application 
• �Des exercices d’approfondissement 
• �Des problèmes type concours 

Des fiches de révisions avec :
• La synthèse des notions
• �Les méthodes pas à pas

Tous les corrigés détaillés
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 �+ de 250 flashcards interactives

 �25 synthèses à télécharger

 �Tous les scripts Python interactifs
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Erik Thomas est professeur en classes préparatoires 
scientifiques au lycée du Hainaut à Valenciennes.
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3FTTPVSDFT OVN¸SJRVFT

1PVS BDD¸EFS BVY SFTTPVSDFT OVN¸SJRVFT FO MJHOF
 SFUSPVWF[
OPT DPEFT ² GMBTIFS UPVU BV MPOH EV MJWSF �
� 'JDIFT TZOUI¹TF U¸M¸DIBSHFBCMFT
QPVS VOF S¸WJTJPO OPNBEF
� 4DSJQUT 1ZUIPO QPVS DPEFS TVS MhFTQBDF E¸EJ¸
� &YFSDJDFT TVQQM¸NFOUBJSFT QPVS QPVSTVJWSF
MhFOUSB¾OFNFOU

$IBQJUSF �� 3BQQFM EFT PVUJMT EF CBTF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��
$PVST
 Q� ��
� ! 3VEJNFOUT EF MPHJRVF NBUI¸NBUJRVFT
 Q� �� � � ! -FT SBJTPOOFNFOUT ² DPOOB¾USF
 Q� �� � � ! *O¸HB�
MJU¸T
 Q� �� � � ! -FT FOTFNCMFT
 Q� �� � � ! -FT BQQMJDBUJPOT
 Q� �� � � ! -FT SFMBUJPOT CJOBJSFT
 Q� �� �
� ! 4PNNFT FU QSPEVJUT
 Q� ��
'JDIF TZOUI¹TF
 Q� ��
.¸UIPEFT QBT ² QBT
 Q� ��
&YFSDJDFT
 Q� ��
$PSSJH¸T
 Q� ��

$IBQJUSF �� $PNQM¸NFOUT TVS MFT ¸UVEFT EF GPODUJPOT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��
$PVST
 Q� ��
� ! 3BQQFMT TVS MFT GPODUJPOT EF MB WBSJBCMF S¸FMMF
 Q� �� � � ! 'PODUJPOT MPHBSJUINFT
 FYQPOFOUJFMMFT FU
QVJTTBODFT
 Q� �� � � ! -FT GPODUJPOT USJHPOPN¸USJRVFT FU MFVST S¸DJQSPRVFT
 Q� ��
'JDIF TZOUI¹TF
 Q� ��
.¸UIPEFT QBT ² QBT
 Q� ��
&YFSDJDFT
 Q� ��
$PSSJH¸T
 Q� ��

$IBQJUSF �� -FT OPNCSFT DPNQMFYFT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ���
$PVST
 Q� ���
� ! -F DPSQT EFT OPNCSFT DPNQMFYFT
 Q� ��� � � ! ­DSJUVSF BMH¸CSJRVF
 Q� ��� � � ! 'PSNF USJHPOPN¸USJRVF

Q� ��� � � ! (¸PN¸USJF FU OPNCSFT DPNQMFYFT
 Q� ��� � � ! 3¸TPMVUJPO Eh¸RVBUJPOT EBOT "
 Q� ��� �
� ! 'PODUJPOT EF MB WBSJBCMF S¸FMMF ² WBMFVST DPNQMFYFT
 Q� ���
'JDIF TZOUI¹TF
 Q� ���
.¸UIPEFT QBT ² QBT
 Q� ���
&YFSDJDFT
 Q� ���
$PSSJH¸T
 Q� ���

�
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$IBQJUSF �� 4VJUFT OVN¸SJRVFT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ���
$PVST
 Q� ���
�!$PNQM¸NFOUT TVS MFT OPNCSFT S¸FMT
 Q� �����!(¸O¸SBMJU¸T TVS MFT TVJUFT
 Q� �����!$POWFSHFODF EFT
TVJUFT S¸FMMFT
 Q� ���� �! 4VJUFT FYUSBJUFT
 Q� ���� �! &YUFOTJPO BVY TVJUFT DPNQMFYFT
 Q� ���� �! 4VJUFT
QBSUJDVMJ¹SFT
 Q� ��� � � ! 4VJUFT EV UZQF un+1 = f (un )
 Q� ���
'JDIF TZOUI¹TF
 Q� ���
.¸UIPEFT QBT ² QBT
 Q� ���
&YFSDJDFT
 Q� ���
$PSSJH¸T
 Q� ���

$IBQJUSF �� 1SJNJUJWFT FU ¸RVBUJPOT EJGG¸SFOUJFMMFT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ���
$PVST
 Q� ���
� ! 3BQQFMT TVS MFT QSJNJUJWFT
 Q� ��� � � ! ­RVBUJPOT EJGG¸SFOUJFMMFT MJO¸BJSFT EV QSFNJFS PSESF
 Q� ��� �
� ! ­RVBUJPOT EJGG¸SFOUJFMMFT MJO¸BJSFT EV TFDPOE PSESF ² DPFGGJDJFOUT DPOTUBOUT
 Q� ���
'JDIF TZOUI¹TF
 Q� ���
.¸UIPEFT QBT ² QBT
 Q� ���
&YFSDJDFT
 Q� ���
$PSSJH¸T
 Q� ���

$IBQJUSF �� *OU¸HSBUJPO
 ¸RVBUJPOT EJGG¸SFOUJFMMFT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ���
$PVST
 Q� ���
� ! -JNJUF EhVOF GPODUJPO
 Q� ��� � � ! 0Q¸SBUJPOT TVS MFT MJNJUFT
 Q� ��� � � ! 5I¸PS¹NFT EhFYJTUFODF EF
MJNJUFT
 Q� �����!$POUJOVJU¸
 Q� �����!5I¸PS¹NFT GPOEBNFOUBVY
 Q� �����! 'PODUJPOT DPNQMFYFT

Q� ���
'JDIF TZOUI¹TF
 Q� ���
.¸UIPEFT QBT ² QBT
 Q� ���
&YFSDJDFT
 Q� ���
$PSSJH¸T
 Q� ���

$IBQJUSF �� %¸SJWBCJMJU¸ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ���
$PVST
 Q� ���
�!/PNCSF E¸SJW¸
 GPODUJPO E¸SJW¸F
 Q� ���� �! &YUSFNVN MPDBM FU QPJOU DSJUJRVF
 Q� ���� �! 5I¸PS¹NFT
EF3PMMF FU EFT BDDSPJTTFNFOUT GJOJT
 Q� �����! 'PODUJPOT EF DMBTTF! k 
 Q� �����! 'PODUJPOT DPNQMFYFT

Q� ��� � � ! $POWFYJU¸
 Q� ���
'JDIF TZOUI¹TF
 Q� ���
.¸UIPEFT QBT ² QBT
 Q� ���
&YFSDJDFT
 Q� ���
$PSSJH¸T
 Q� ���

$IBQJUSF �� "OBMZTF BTZNQUPUJRVF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ���
$PVST
 Q� ���
�! 3FMBUJPOT EF DPNQBSBJTPO � DBT EFT GPODUJPOT
 Q� ���� �! %¸WFMPQQFNFOUT MJNJU¸T
 Q� ���� �! 3FMB�
UJPOT EF DPNQBSBJTPO � DBT EFT TVJUFT
 Q� ��� � � ! 1SPCM¹NF EhBOBMZTF BTZNQUPUJRVF
 Q� ���
'JDIF TZOUI¹TF
 Q� ���
.¸UIPEFT QBT ² QBT
 Q� ���
&YFSDJDFT
 Q� ���
$PSSJH¸T
 Q� ���

�
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$IBQJUSF �� %¸OPNCSFNFOU . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ���
$PVST
 Q� ���
� ! $BSEJOBM EhVO FOTFNCMF GJOJ
 Q� ��� � � ! %¸OPNCSFNFOU
 Q� ���
'JDIF TZOUI¹TF
 Q� ���
.¸UIPEFT QBT ² QBT
 Q� ���
&YFSDJDFT
 Q� ���
$PSSJH¸T
 Q� ���

$IBQJUSF ��� 4USVDUVSFT BMH¸CSJRVFT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ���
$PVST
 Q� ���
� ! -PJ EF DPNQPTJUJPO JOUFSOF
 Q� ��� � � ! (SPVQFT
 Q� ��� � � ! "OOFBVY
 Q� ��� � � ! $PSQT
 Q� ���
'JDIF TZOUI¹TF
 Q� ���
.¸UIPEFT QBT ² QBT
 Q� ���
&YFSDJDFT
 Q� ���
$PSSJH¸T
 Q� ���

$IBQJUSF ��� "SJUIN¸UJRVF EFT FOUJFST . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ���
$PVST
 Q� ���
�!%JWJTJCJMJU¸ FU EJWJTJPO FVDMJEJFOOF
 Q� ���� �! 1($% FU 11$. EF EFVY FOUJFST
 Q� ���� �!/PNCSFT
QSFNJFST 
 Q� ���
'JDIF TZOUI¹TF
 Q� ���
.¸UIPEFT QBT ² QBT
 Q� ���
&YFSDJDFT
 Q� ���
$PSSJH¸T
 Q� ���

$IBQJUSF ��� 1PMZOÃNFT FU GSBDUJPOT SBUJPOOFMMFT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ���
$PVST
 Q� ���
� ! "OOFBV EFT QPMZOÃNFT
 Q� ��� � � ! 'PODUJPOT QPMZOPNJBMFT FU SBDJOFT
 Q� ��� � � ! "SJUIN¸UJRVF
EBOT MhBOOFBV EFT QPMZOÃNFT
 Q� ��� � � ! 1PMZOÃNFT TDJOE¸T FU JSS¸EVDUJCMFT
 Q� ��� � � ! 'SBDUJPOT
SBUJPOOFMMFT
 Q� ���
'JDIF TZOUI¹TF
 Q� ���
.¸UIPEFT QBT ² QBT
 Q� ���
&YFSDJDFT
 Q� ���
$PSSJH¸T
 Q� ���

$IBQJUSF ��� .BUSJDFT FU TZTU¹NFT MJO¸BJSFT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ���
$PVST
 Q� ���
�! -hFOTFNCMF EFT NBUSJDFT
 Q� ���� �! 3¸TPMVUJPO EhVO TZTU¹NF FU 1JWPU EF (BVTT
 Q� ���� �!.BUSJDF
DBSS¸F JOWFSTJCMF
 Q� ���
'JDIF TZOUI¹TF
 Q� ���
.¸UIPEFT QBT ² QBT
 Q� ���
&YFSDJDFT
 Q� ���
$PSSJH¸T
 Q� ���

$IBQJUSF ��� &TQBDFT WFDUPSJFMT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ���
$PVST
 Q� ���
� ! (¸O¸SBMJU¸T TVS MFT FTQBDFT WFDUPSJFMT
 Q� ��� � � ! 'BNJMMFT EF WFDUFVST
 Q� ��� � � ! 4PNNF EhVO
OPNCSF GJOJ EF TPVT�FTQBDFT WFDUPSJFMT
 Q� ���

�
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'JDIF TZOUI¹TF
 Q� ���
.¸UIPEFT QBT ² QBT
 Q� ���
&YFSDJDFT
 Q� ���
$PSSJH¸T
 Q� ���

$IBQJUSF ��� %JNFOTJPO GJOJF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ���
$PVST
 Q� ���
�! &YJTUFODF EF CBTFT
 Q� ���� �!%JNFOTJPO EhVO FTQBDF EF EJNFOTJPO GJOJF
 Q� ���� �! 4PVT�FTQBDFT
WFDUPSJFMT EhVO FTQBDF WFDUPSJFM
EF EJNFOTJPO GJOJF
 Q� ���
'JDIF TZOUI¹TF
 Q� ���
.¸UIPEFT QBT ² QBT
 Q� ���
&YFSDJDFT
 Q� ���
$PSSJH¸T
 Q� ���

$IBQJUSF ��� "QQMJDBUJPOT MJO¸BJSFT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ���
$PVST
 Q� ���
�!(¸O¸SBMJU¸T
 Q� ���� �! &OEPNPSQIJTNFT
 Q� ���� �!"QQMJDBUJPO MJO¸BJSF FO EJNFOTJPO GJOJF
 Q� ���
� � ! 5I¸PS¹NF EV SBOH
 Q� ��� � � ! &OEPNPSQIJTNFT SFNBSRVBCMFT EhVO FTQBDF WFDUPSJFM
 Q� ��� �
� ! 'PSNFT MJO¸BJSFT FU IZQFSQMBOT
 Q� ��� � � ! 4PVT�FTQBDFT BGGJOFT EhVO FTQBDF WFDUPSJFM
 Q� ���
'JDIF TZOUI¹TF
 Q� ���
.¸UIPEFT QBT ² QBT
 Q� ���
&YFSDJDFT
 Q� ���
$PSSJH¸T
 Q� ���

$IBQJUSF ��� .BUSJDFT FU BQQMJDBUJPOT MJO¸BJSFT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ���
$PVST
 Q� ���
� ! .BUSJDF EhVOF BQQMJDBUJPO MJO¸BJSF EBOT EFT CBTFT
 Q� ��� � � ! "QQMJDBUJPO MJO¸BJSF DBOPOJRVFNFOU
BTTPDJ¸F ² VOF NBUSJDF
 Q� ��� � � ! 4ZTU¹NFT MJO¸BJSFT
 Q� ��� � � ! $IBOHFNFOU EF CBTFT
 Q� ��� �
� !.BUSJDFT ¸RVJWBMFOUFT FU SBOH
 Q� ��� � � !.BUSJDFT TFNCMBCMFT FU USBDF
 Q� ���
'JDIF TZOUI¹TF
 Q� ���
.¸UIPEFT QBT ² QBT
 Q� ���
&YFSDJDFT
 Q� ���
$PSSJH¸T
 Q� ���

$IBQJUSF ��� (SPVQF TZN¸USJRVF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .���
$PVST
 Q� ���
� ! (SPVQF TZN¸USJRVF
 Q� ��� � � ! 4JHOBUVSF
 Q� ���
'JDIF TZOUI¹TF
 Q� ���
.¸UIPEFT QBT ² QBT
 Q� ���
&YFSDJDFT
 Q� ���
$PSSJH¸T
 Q� ���

$IBQJUSF ��� %¸UFSNJOBOUT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ���
$PVST
 Q� ���
� ! 'PSNF n�MJO¸BJSF BMUFSO¸F
 Q� ��� � � ! %¸UFSNJOBOU E�VOF GBNJMMF EF WFDUFVST EBOT VOF CBTF
 Q� ��� �
�!%¸UFSNJOBOU EhVO FOEPNPSQIJTNF
 Q� ���� �!%¸UFSNJOBOU EhVOFNBUSJDF DBSS¸F
 Q� ���� �!$BMDVM
EFT E¸UFSNJOBOUT
 Q� ��� � � ! $PNBUSJDF
 Q� ���

�



4PNNBJSF

'JDIF TZOUI¹TF
 Q� ���
.¸UIPEFT QBT ² QBT
 Q� ���
&YFSDJDFT
 Q� ���
$PSSJH¸T
 Q� ���

$IBQJUSF ��� &TQBDFT QS¸IJMCFSUJFOT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ���
$PVST
 Q� ���
� ! 1SPEVJU TDBMBJSF FU OPSNF
 Q� ��� � � ! 0SUIPHPOBMJU¸
 Q� ��� � � ! 1SPKFDUJPO PSUIPHPOBMF
 Q� ���
'JDIF TZOUI¹TF
 Q� ���
.¸UIPEFT QBT ² QBT
 Q� ���
&YFSDJDFT
 Q� ���
$PSSJH¸T
 Q� ���

$IBQJUSF ��� *OU¸HSBUJPO TVS VO TFHNFOU . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ���
$PVST
 Q� ���
�!2VFMRVFT OPUJPOT ² DPOOB¾USF
 Q� �����!$POTUSVDUJPO EF MhJOU¸HSBMF EF3JFNBOO
 Q� �����!1SJNJUJWF
FU JOU¸HSBMF EhVOF GPODUJPO DPOUJOVF
 Q� ��� � � ! 'PSNVMFT EF 5BZMPS
 Q� ��� � � ! 4PNNFT EF 3JFNBOO

Q� ���
'JDIF TZOUI¹TF
 Q� ���
.¸UIPEFT QBT ² QBT
 Q� ���
&YFSDJDFT
 Q� ���
$PSSJH¸T
 Q� ���

$IBQJUSF ��� 4¸SJFT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ���
$PVST
 Q� ���
�! (¸O¸SBMJU¸T
 Q� ���� �! 4¸SJFT ² UFSNFT QPTJUJGT
 Q� ��� � �! 4¸SJFT BCTPMVNFOU DPOWFSHFOUFT
 Q� ���
� � ! "VUSFT DSJU¹SFT EF DPOWFSHFODF
 Q� ��� � � ! 'BNJMMFT TPNNBCMFT
 Q� ���
'JDIF TZOUI¹TF
 Q� ���
.¸UIPEFT QBT ² QBT
 Q� ���
&YFSDJDFT
 Q� ���
$PSSJH¸T
 Q� ���

$IBQJUSF ��� 1SPCBCJMJU¸T TVS VO VOJWFST GJOJ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ���
$PVST
 Q� ���
� ! 7PDBCVMBJSF
 Q� ���� � ! 1SPCBCJMJU¸T TVS VO VOJWFST GJOJ
 Q� ��� � � ! $POEJUJPOOFNFOU QBS VO ¸W¸OF�
NFOU
 Q� ��� � � ! *OE¸QFOEBODF Eh¸W¸OFNFOUT
 Q� ���
'JDIF TZOUI¹TF
 Q� ���
.¸UIPEFT QBT ² QBT
 Q� ���
&YFSDJDFT
 Q� ���
$PSSJH¸T
 Q� ���

$IBQJUSF ��� 7BSJBCMFT BM¸BUPJSFT EJTDS¹UFT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ���
$PVST
 Q� ���
�!(¸O¸SBMJU¸T
 Q� ���� �! -PJ EhVOF WBSJBCMF BM¸BUPJSF S¸FMMF
 Q� ���� �!$PVQMFT EF WBSJBCMFT BM¸BUPJSFT

Q� ���� �! 7BSJBCMFT BM¸BUPJSFT JOE¸QFOEBOUFT
 Q� ���� �! &TQ¸SBODF EhVOF WBSJBCMF BM¸BUPJSF S¸FMMF PV
DPNQMFYF
 Q� ��� � � ! 7BSJBODF
 ¸DBSU�UZQF FU DPWBSJBODF
 Q� ��� � � ! -PJT VTVFMMFT
 Q� ���
'JDIF TZOUI¹TF
 Q� ���
.¸UIPEFT QBT ² QBT
 Q� ���
&YFSDJDFT
 Q� ���

�



4PNNBJSF

$PSSJH¸T
 Q� ���

$IBQJUSF ��� $BMDVM EJGG¸SFOUJFM EBOT!2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ���
$PVST
 Q� ���
�! 5PQPMPHJF EF#2
 Q� ���� �! 3¸HVMBSJU¸ EhVOF GPODUJPO ² EFVY WBSJBCMFT
 Q� ���� �! &YUSFNVNT EhVOF
GPODUJPO ² EFVY WBSJBCMFT
 Q� ���
'JDIF TZOUI¹TF
 Q� ���
.¸UIPEFT QBT ² QBT
 Q� ���
&YFSDJDFT
 Q� ����
$PSSJH¸T
 Q� ����

3FTTPVSDFT OVN¸SJRVFT

3FUSPVWF[ EFT GJDIFT FU BDUJWJU¸T JOUFSBDUJWFT
FO 1ZUIPO QPVS VOF SFNJTF ² OJWFBV FGGJDBDF

MJFONJOJ�GS�������1:5)0/
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5DSSHO GHV RXWLOV GH EDVH

$PVST
 Q� �� !
� " 3VEJNFOUT EF MPHJRVF NBUI¸NBUJRVFT
 Q� �� !
� " -FT SBJTPOOFNFOUT ² DPOOB¾USF
 Q� �� !
� " *O¸HBMJU¸T
 Q� �� !
� " -FT FOTFNCMFT
 Q� �� !
� " -FT BQQMJDBUJPOT
 Q� �� !
� " -FT SFMBUJPOT CJOBJSFT
 Q� �� !
� " 4PNNFT FU QSPEVJUT
 Q� �� !

'JDIF TZOUI¹TF
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� 3VEJNFOUT EF MPHJRVF NBUI¸NBUJRVFT

L’objectif de cette partie est de présenter le vocabulaire et quelques propriétés de logique qui seront lar-
gement utilisés dans la suite de ce livre. Aucun développement théorique ne sera fait.

���� 1SPQPTJUJPOT NBUI¸NBUJRVFT FU BTTFSUJPOT
On appelle proposition mathématique un énoncé auquel on peut attribuer une valeur de vérité (vrai ou
faux). Deux propositions sont dites équivalentes si elles ont les mêmes valeurs de vérité.
On admettra qu’une proposition est soit vraie, soit fausse et jamais les deux à la fois. On appelle cela le
principe du tiers exclu.

&YFNQMF
Les énoncés suivants sont des propositions mathématiques :
• 1+1= 2, cette proposition est vraie.
• 1+1= 3, cette proposition est fausse.
• π= 3,14, cette proposition est fausse.

Par contre, 1+1 n’est pas une proposition puisqu’on ne peut pas lui attribuer de valeur de vérité.
C’est une expression arithmétique dont le résultat est un réel.

%¸GJOJUJPO ����

4PJFOU! FU" EFVY QSPQPTJUJPOT NBUI¸NBUJRVFT�
t &5 � MB QSPQPTJUJPO j! FU" x FTU WSBJF MPSTRVF MFT EFVY QSPQPTJUJPOT TPOU WSBJFT FU GBVTTF
TJOPO�

t 06 � MB QSPQPTJUJPO j! PV" x FTU WSBJF MPSTRVF BVNPJOT VOF EFT QSPQPTJUJPOT FTU WSBJF�
t 6O QS¸EJDBU 	PV QSPQSJ¸U¸

 FTU VO ¸OPOD¸ NBUI¸NBUJRVF E¸QFOEBOU EhVOF PV EF QMV�
TJFVST WBSJBCMFT�

&YFNQMF
«
#

x 2 = x » est un prédicat, cette propriété est vraie pour tout x plus grand que 0, mais est fausse
sinon.

Pour définir les prédicats, il existe deux symboles mathématiques, appelés quantificateurs :
• Le quantificateur universel ∀ signifie « pour tout ».
• Le quantificateur existentiel ∃ signifie « il existe ».

"UUFOUJPO�

-FT TZNCPMFT∀ FU ∃ OF TPOU QBT EFT BCS¸WJBUJPOT FU OF EPJWFOU QBT ºUSF VUJMJT¸T EBOT VOF QISBTF
j FO GSBO·BJT x�
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3FNBSRVF
On peut aussi écrire « ∃! » pour dire « il existe un unique ».
L’ordre des quantificateurs est essentiel, on ne peut intervertir, sans justification, que deux quantifica-
teurs de même nature. En effet, les propositions :
∀x ∈#, ∃y ∈# / y > x et ∃y ∈#, ∀x ∈# / y > x ne sont pas équivalentes (la deuxième est fausse !).

La proposition non ! qui est vraie lorsque ! est fausse et est fausse lorsque ! est vraie est appelée
négation de! .

&YFNQMF
On considère la proposition! : « tous les élèves de la classe ont eu la moyenne au dernier devoir »,
la négation de! est non! : « au moins un élève n’a pas eu la moyenne au dernier devoir ».

À partir de cette définition, on peut vérifier que les propositions :
• non

#
∀x , ! (x )

$
et ∃x , non! (x ) sont équivalentes ;

• non
#
∃x ,! (x )

$
et ∀x , non! (x ) sont équivalentes ;

• non
#
! et "

$
et
#
non! ou non"

$
sont équivalentes ;

• non
#
! ou"

$
et
#
non! et non"

$
sont équivalentes.

&YFNQMF
La négation de la proposition! : « il fait froid et il y a du vent » est non! : « il ne fait pas froid ou
il n’y a pas de vent ».

On dit qu’une proposition! implique une proposition", on note :! =⇒", si à chaque fois que! est
vraie," l’est aussi. On dit alors que :
• ! est une condition suffisante de".
• " est une condition nécessaire de! .

Si! =⇒" et" =⇒! , les propositions sont alors équivalentes, on note! ⇐⇒".

&YFNQMF
On considère les propositions ! : « il pleut » et " : « il y a des nuages ». Alors, ! =⇒", autre-
ment dit, ! est une condition suffisante de ". Cependant, ces deux propositions ne sont pas
équivalentes car il peut y avoir des nuages et ne pas pleuvoir (on a alors" vraie et! fausse).

���� .POUSFS VOF JNQMJDBUJPO
Dans cette partie, on se propose de présenter plusieurs façons de démontrer l’implication «! =⇒" ».

������ %¸NPOTUSBUJPO j EJSFDUF x

Pour démontrer une implication par déduction, on se base sur la propriété de transitivité suivante :

Si
#
! ⇒" et"⇒)

%
alors

#
! ⇒)

$
.

Concrètement, pour démontrer cette implication, on suppose que! est vraie et, en utilisant des impli-
cations simples, on aboutit à la conclusion.

��
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&YFNQMF
Montrons que si n est divisible par 4, alors n est pair.
On suppose que n est divisible par 4, alors il existe k ∈$ tel que n = 4k .
En posant k ′ = 2k , on a : n = 2k ′ et k ′ ∈$, ce qui prouve que n est pair.
On a bien montré l’implication souhaitée.

������ %¸NPOTUSBUJPO QBS EJTKPODUJPO EF DBT

Pour montrer l’implication «
#
!1 ou!2 ou . . . ou!n

$
=⇒" », on montre successivement les implications

«!k =⇒" » pour tout k ∈ &1, n'.

&YFNQMF
Montrons que pour tout entier n ∈%, n (n+1)(2n+1) est un multiple de 3. Pour cela, on remarque
qu’un nombre entier quelconque peut s’écrire de 3 façons possibles : 3k , 3k+1 ou 3k+2 où k ∈%.
On va donc procéder par disjonction de cas :
• s’il existe k ∈% tel que n = 3k , alors : n (n+1)(2n+1) = 3k (n+1)(2n+1)qui est bien divisible

par 3 ;
• s’il existe k ∈ % tel que n = 3k + 1, alors : n (n + 1)(2n + 1) = 3(2k + 1)n (n + 1) qui est bien

divisible par 3 ;
• s’il existe k ∈ % tel que n = 3k + 2, alors : n (n + 1)(2n + 1) = 3(k + 1)n (2n + 1) qui est bien

divisible par 3.
On en déduit que la propriété est vraie pour tout n ∈%.

������ %¸NPOTUSBUJPO QBS DPOUSBQPT¸F

On appelle contraposée de l’implication [! =⇒"] l’implication équivalente
[non" =⇒ non! ].

&YFNQMF
On considère l’implication : s’il pleut, alors il y a des nuages. La contraposée de cette implication
est : s’il n’y a pas de nuage, alors il ne pleut pas.

Dans certaines circonstances, pour montrer une implication, il peut être plus simple de montrer la contra-
posée.

&YFNQMF
Soit n ∈%. Montrer que si n 2 est pair alors n est pair. On va montrer la contraposée, c’est-à-dire :
si n est impair alors n 2 est impair.
On suppose qu’il existe k ∈% tel que : n = 2k +1. On a alors :

n 2 = (2k +1)2 = 4k 2 +4k +1= 2(2k 2 +2k ) +1.

On voit que 2k 2 +2k est un entier naturel, ce qui prouve que n 2 est un nombre impair.

������ -F SBJTPOOFNFOU QBS M�BCTVSEF

Le raisonnement par l’absurde consiste à supposer la proposition
(
! et non"

)
et en déduire une contra-

diction.
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&YFNQMF
Soit x ∈#. Montrer que si ∀ε > 0, x ≤ ε, alors x ≤ 0. On va procéder par l’absurde.
On suppose que pour tout ε > 0, x ≤ ε et x > 0.

Par hypothèse, x est strictement positif, ce qui implique que x >
x
2

. On choisit alors ε =
x
2

,

d’après la supposition de départ, on a : x ≤ x
2

. On aboutit à une contradiction, ce qui prouve le

résultat souhaité.

������ %¸NPOUSFS VOF ¸RVJWBMFODF

Pour montrer l’équivalence! ⇐⇒", on montre les deux implications séparément.

&YFNQMF
Soit A un réel positif et B un réel quelconque. Montrer l’équivalence :

#
A = B ⇐⇒

#
A = B 2 et B ≥ 0

$
.

(⇒) On suppose que
#

A = B . Par définition de la racine carrée, A = B 2 et
#

A est positif, et donc
B aussi.
(⇐) On suppose que A = B 2 et B ≥ 0. Alors :

#
A =
#

B 2 = |B |. Comme B est un réel positif, on a :
|B |= B , d’où :

#
A = B .

� -FT SBJTPOOFNFOUT ² DPOOB¾USF
Dans cette partie, nous allons présenter des démonstrations classiques qu’il faut maîtriser en vue de
résoudre les problèmes à venir dans les différents chapitres.

���� -F DPOUSF�FYFNQMF
On peut montrer qu’un prédicat universel «

(
∀x , ! (x )

)
», est faux en trouvant un contre-exemple : une

valeur de x pour laquelle ! (x ) est fausse. C’est un principe important à comprendre et à utiliser pour
vérifier certaines propriétés :

&YFNQMF
On considère la proposition : pour tous réels positifs x et y ,

*
x + y =

#
x +#y .

Cette proposition est fausse, en effet, pour x = 1 et y = 1 :
#

1+1 -=#1+
#

1.

&YFNQMF
La proposition « tous les nombres entiers impairs sont premiers » est fausse, en effet, 9 est un
nombre impair et n’est pas un nombre premier (9 est divisible par 3).

���� -FT QSPCM¹NFT EhFYJTUFODF FU�PV EhVOJDJU¸
Prouver l’existence d’un objet mathématique vérifiant certaines propriétés est, en théorie, assez simple, il
suffit d’exhiber un tel objet. En pratique, cela peut s’avérer très compliqué, car ne pas trouver d’exemple
ne prouve pas qu’il n’en existe pas. Les preuves d’unicité sont quant à elles plus « systématiques » : on
suppose qu’il existe deux objets vérifiant la proposition et on montre qu’ils sont égaux.

��
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&YFNQMF
Montrer qu’il existe un unique réel positif x tel que x 2 = 1.
Existence : Le réel x = 1 convient.
Unicité : On suppose qu’il existe deux réels positifs x et x ′ tels que x 2 = x ′2 = 1. Alors : x = x ′ ou
x =−x ′. La seconde relation est exclue car alors x ou−x ′ serait négatif. On en déduit que x = x ′.

������ -F SBJTPOOFNFOU QBS BOBMZTF�TZOUI¹TF

Lorsque l’on veut démontrer une proposition ! et que l’on n’a pas d’idée pour démarrer notre preuve
(c’est notamment le cas lorsque l’on souhaite montrer l’existence d’un objet), on peut procéder en deux
temps :
• L’analyse : On suppose que la proposition ! est vraie et on en déduit des conditions nécessaires

pour que cette proposition puisse effectivement être vraie.
• La synthèse : On vérifie que les conditions trouvées précédemment permettent bien de démontrer

cette proposition.
Dans le cadre d’une preuve d’existence et d’unicité, l’analyse sert à déterminer des conditions sur l’objet
recherché : on dresse son portrait robot. La synthèse, elle, permet de vérifier que cet objet fonctionne et
que l’on ne s’est pas trompé de coupable.
Dans cette situation, l’analyse revient à prouver l’unicité de l’objet et la synthèse prouve l’existence.

&YFNQMF
Montrons que toute fonction f définie sur # s’écrit de manière unique comme somme d’une
fonction paire p et d’une fonction impaire i . On va procéder par analyse-synthèse.

3BQQFM
Soit f une fonction définie sur #.
• f est paire si et seulement si ∀x ∈#, f (−x ) = f (x ) ;
• f est impaire si et seulement si ∀x ∈#, f (−x ) =− f (x ).

Analyse : On suppose qu’il existe p une fonction paire définie sur # et i une fonction impaire
telles que : ∀x ∈#, f (x ) = p (x ) + i (x ).
Soit x ∈ #, alors : f (x ) = p (x ) + i (x ) et f (−x ) = p (−x ) + i (−x ) = p (x )− i (x ). En additionnant ces
deux relations, on obtient :

p (x ) =
f (x ) + f (−x )

2
.

Si on soustrait ces deux relations, on a :

i (x ) =
f (x )− f (−x )

2
.

Synthèse : On pose, pour tout x ∈# : p (x ) =
f (x ) + f (−x )

2
et i (x ) =

f (x )− f (−x )
2

. Il est clair que

f = p + i . Vérifions que p est une fonction paire et i une fonction impaire. On a alors :

∀x ∈#, p (−x ) =
f (−x ) + f (x )

2
= p (x ).

p est une fonction paire. De plus :

∀x ∈#, i (−x ) =
f (−x )− f (x )

2
=−i (x ).

i est bien une fonction impaire.Finalement, on a bien prouvé la proposition.
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Le raisonnement par analyse-synthèse s’avère aussi très utile pour résoudre des équations :

&YFNQMF
Résoudre l’équation

#
x +2= x pour x ∈#.

Analyse : Soit un réel x tel que
#

x +2 = x . Alors, en élevant au carré, x est une solution de
l’équation du second degré : x +2= x 2 dont les racines sont : x1 =−1 et x2 = 2. On en déduit que
x est soit égal à −1, soit à 2.
Synthèse : On vérifie si les deux candidats de l’analyse sont des solutions de l’équation. 2
convient parfaitement, par contre −1 ne fonctionne pas, en effet :

#−1+2= 1 -=−1.

Finalement, l’équation
#

x +2= x admet une unique solution réelle qui est 2.

���� -FT SBJTPOOFNFOUT QBS S¸DVSSFODF
Avant de présenter les raisonnements par récurrence, nous allons donner une propriété importante de
l’ensemble des entiers naturels que nous admettrons.

1SPQPTJUJPO ����

5PVUF QBSUJF OPO WJEF EF % BENFU VO QMVT QFUJU ¸M¸NFOU�

Conséquence : Il n’existe pas de suite infinie d’entiers naturels strictement décroissante.

������ -F QSJODJQF EF S¸DVSSFODF

1SPQPTJUJPO ���� 3¸DVSSFODF TJNQMF

4PJU n0 ∈ %� 0O DPOTJE¹SF VOF QSPQSJ¸U¸ 	PV VO QS¸EJDBU
 !n E¸GJOJF QPVS n ∈ %
 n ≥ n0 UFMMF
RVF �

t *OJUJBMJTBUJPO � !n0
FTU WSBJF �

t )¸S¸EJU¸ � QPVS UPVU n ∈%
 n ≥ n0
 TJ!n FTU WSBJF
 BMPST!n+1 MhFTU BVTTJ�
"MPST
 QPVS UPVU n ∈%
 n ≥ n0
!n FTU WSBJF�

%¸NPOTUSBUJPO
On considère l’ensemble A =

+
n ∈%, n ≥ n0, !n est fausse

,
.

On suppose que A est non vide, il admet donc un plus petit élément que nous noterons m qui est différent
de n0 (car!n0

est vraie). Alors m −1 n’est pas dans A et donc l’entier suivant, m , n’est pas non plus dans
A ce qui amène à une contradiction. On en déduit que A est vide. &

&YFNQMF

Montrer que pour tout n ∈%, la somme Sn des n premiers entiers naturels est égale à
n (n +1)

2
.

Soit n ∈%. Montrons par récurrence sur n ∈% la propriété!n : « Sn =
n (n +1)

2
».

Initialisation : Pour n = 0, S0 = 0, la propriété est évidente.
Hérédité : Soit n ∈%. On suppose que!n est vraie, montrons que!n+1 l’est encore. Par défini-

tion : Sn+1 = Sn + (n +1). D’après l’hypothèse de récurrence, on a : Sn =
n (n +1)

2
.

��
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Ainsi : Sn+1 =
n (n +1)

2
+n +1=

(n +1)(n +2)
2

.

!n+1 est bien vraie. D’après le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout n ∈%.

On va maintenant présenter deux variantes du raisonnement par récurrence : la récurrence double et la
récurrence forte.

������ -B S¸DVSSFODF EPVCMF

1SPQPTJUJPO ���� 3¸DVSSFODF EPVCMF

4PJU n0 ∈ %� 0O DPOTJE¹SF VOF QSPQSJ¸U¸ 	PV VO QS¸EJDBU
 !n E¸GJOJF QPVS n ∈ %
 n ≥ n0 UFMMF
RVF �

t *OJUJBMJTBUJPO � !n0
FU!n0+1 TPOU WSBJFT �

t )¸S¸EJU¸ � QPVS UPVU n ∈%
 n ≥ n0
 TJ!n FU!n+1 TPOU WSBJFT
 BMPST!n+2 MhFTU BVTTJ�
"MPST
 QPVS UPVU n ∈%
 n ≥ n0
!n FTU WSBJF�

&YFNQMF
On considère la suite de Fibonacci définie par : u0 = 0, u1 = 1, ∀n ∈%, un+2 = un+1 +un .
Soit n ∈%∗. Montrons par récurrence double sur n ∈%∗ la propriété!n : « un ∈%∗ ».
Initialisation : Pour n = 1 et n = 2, la propriété est évidente.
Hérédité : Soit n ∈%∗. On suppose que!n et!n+1 sont vraies, montrons que!n+2 l’est encore.
On a : un+2 = un+1+un . La somme de deux entiers naturels non nuls est encore un entier naturel
non nul,!n+2 est bien vraie.
D’après le principe de récurrence double, la propriété est vraie pour tout n ∈%∗.

������ -B S¸DVSSFODF GPSUF

1SPQPTJUJPO ���� 3¸DVSSFODF GPSUF

4PJU n0 ∈ %� 0O DPOTJE¹SF VOF QSPQSJ¸U¸ 	PV VO QS¸EJDBU
 !n E¸GJOJF QPVS n ∈ %
 n ≥ n0 UFMMF
RVF �

t *OJUJBMJTBUJPO � !n0
FTU WSBJF �

t )¸S¸EJU¸ � QPVS UPVU n ∈%
 n ≥ n0
 TJ
 QPVS UPVU k ∈ &n0, n'
!k FTU WSBJF
 BMPST!n+1 MhFTU
BVTTJ�

"MPST
 QPVS UPVU n ∈%
 n ≥ n0
!n FTU WSBJF�

&YFNQMF
Montrons par récurrence forte sur n ∈ %, n ≥ 2, la propriété !n : « n admet une décomposition
comme produit de nombres premiers ».
Initialisation : 2 est un nombre premier, donc!2 est vraie.
Hérédité : Soit n ∈ %, n ≥ 2. On suppose que !k est vraie pour tout k ∈ &2, n', montrons que
!n+1 l’est encore. Deux cas sont à considérer :
• soit n +1 est premier, dans ce cas,!n+1 est bien vraie ;
• soit n + 1 n’est pas premier, alors, il existe deux entiers p et q avec 2 ≤ p ≤ n et 2 ≤ q ≤ n

tels que n + 1 = p q . Or, !p et !q sont vraies, donc p et q sont des produits de nombres
premiers et n +1 aussi.!n+1 est encore vraie.

D’après le principe de récurrence forte, la propriété est vraie pour tout n ∈%, n ≥ 2.
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� *O¸HBMJU¸T

%¸GJOJUJPO ���� 3FMBUJPOT ≤ FU <

t 4PJFOU x FU y EFVY S¸FMT� 0O EJU RVF x FTU JOG¸SJFVS ² y 
 FU PO OPUF x ≤ y PV y ≥ x 
 TJ
y − x FTU VO S¸FM QPTJUJG�

t 4J x FU y TPOU EFVY S¸FMT EJGG¸SFOUT UFMT RVF x ≤ y 
 PO OPUF x < y PV y > x �

1SPQPTJUJPO ���� $PNQBUJCJMJU¸

4PJFOU x 
 y 
 z FU t RVBUSF S¸FMT�
t 4J x ≤ y FU z ≤ t 
 BMPST x + z ≤ y + t �
t 4J 0≤ x ≤ y FU 0≤ z ≤ t 
 BMPST 0≤ x z ≤ y t �

%¸NPOTUSBUJPO
• On a y + t − (x + z ) =

(
y − x

)
+ (t − z ) ∈#+ car y − x et t − z sont des réels positifs.

• On a y t − x z = y t − y z + y z − x z = y (t − z ) + z
(
y − x

)
∈#+ car t ≤ z , x ≤ y , y ∈#+ et z ∈#+.

&

%¸GJOJUJPO ���� 7BMFVS BCTPMVF

4PJU x ∈#� 0O E¸GJOJU |x | QBS �
|x |=

-
x TJ x ≥ 0
−x TJ x < 0

.

3FNBSRVFT
• Par définition, |x |≥ 0 pour tout réel x .
• Pour tout réel x ,

#
x 2 = |x |.

• Pour tout réel x , |x |=max{x ,−x }.

&YFNQMFT
• On a |3|= 3 et |−π|=π.
• On se propose de donner une expression de |3x −4| sans valeur absolue. Le tableau de signe

de 3x −4 est :

x

3x − 4

−∞ 4/3 +∞

− 0 +

On en déduit donc

∀x ∈#, |3x −4|=
-

3x −4 si x ≥ 4/3
4−3x si x < 4/3

.
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1SPQPTJUJPO ���� 1SPQSJ¸U¸T

4PJFOU x FU y EFVY S¸FMT� 0O B �
t |−x |= |x | �
t
..x y

..= |x |×
..y
.. �

t
..x + y

..≤ |x |+
..y
.. 	JO¸HBMJU¸ USJBOHVMBJSF
 �

t
..|x |−

..y
....≤

..x − y
..�

%¸NPOTUSBUJPO
• C’est clair par définition de la valeur absolue.
• C’est clair en utilisant le fait que |x |=#x 2.
• On va procéder par disjonction de cas :

# Si x et y sont positifs, alors
..x + y

..= x + y = |x |+
..y
.., l’inégalité est vérifiée dans ce cas.

# Si x et y sont négatifs, alors
..x + y

..=−x − y = |x |+
..y
.., l’inégalité est vérifiée dans ce cas.

# Si x et y sont de signe contraire, par exemple x positif et y négatif. Sans perte de généralité,
on peut supposer que |x |≥

..y
... On alors x + y ≥ 0, ainsi

..x + y
..= x + y ≤ x − y = |x |+

..y
...

• Cette inégalité est juste une conséquence de l’inégalité triangulaire. On a :

|x |=
..x − y + y

..≤
..x − y

..+
..y
.. ,

donc |x |−
..y
..≤

..x − y
... On montre de même que

..y
..− |x |≤

..x − y
.., donc

..|x |−
..y
....≤

..x − y
.. .
&

1SPQPTJUJPO �����

4PJFOU a FU b EFVY S¸FMT� 4PJU 2a ,b = {x ∈#, |x −a |≤ b }� "MPST

2a ,b =
-
∅ TJ b < 0
[a − b , a + b ] TJ b ≥ 0

.

%¸NPOTUSBUJPO
• Si b < 0, comme |x −a |≥ 0 (par définition d’une valeur absolue), on a2a ,b =∅.
• Si b ≥ 0. Si x ≥ a , alors on a :

|x −a |≤ b ⇐⇒ x −a ≤ b ⇐⇒ x ≤ a + b ⇐⇒ x ∈ [a , a + b ] .

De même, si x < a ,

|x −a |≤ b ⇐⇒ a − x ≤ b ⇔ a − b ≤ x ⇐⇒ x ∈ [a − b , a [ .

On en déduit que x ∈ [a − b , a + b ].
&

&YFNQMF
On se propose de résoudre l’inéquation |2x +3|> 1. Pour cela, notons que :

|2x +3|> 1⇐⇒
....x +

3
2

....>
1
2

.

Or,

....x +
3
2

....≤
1
2

si et seulement si x ∈ [−2,−1]. Finalement :

|2x +3|> 1⇐⇒ x ∈]−∞,−2[∪]−1,+∞[.

��
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%¸GJOJUJPOT ����� 1BSUJF NJOPS¸F
 NBKPS¸F
 CPSO¸F

4PJU A VOF QBSUJF OPO WJEF EF #� 0O EJU RVF �
t A FTU NJOPS¸F ThJM FYJTUF m ∈# UFM RVF QPVS UPVU x ∈ A
 x ≥m �
t A FTU NJOPS¸F ThJM FYJTUF M ∈# UFM RVF QPVS UPVU x ∈ A
 x ≤M �
t A FTU CPSO¸F TJ A FTU NJOPS¸F FU NBKPS¸F�

&YFNQMFT
• L’intervalle [a , b ] est majoré par b +1 et minoré par a −3.
• L’ensemble {cos (n ) , n ∈%} est majoré par 1 et minoré par −1.

%¸GJOJUJPOT ����� .BKPSBOU
 NJOPSBOU

4PJU A VOF QBSUJF OPO WJEF EF #�
t 4J A FTU NJOPS¸F
 PO BQQFMMF NJOPSBOU UPVU S¸FM m UFM RVF QPVS UPVU x ∈ A
 x ≥m �
t 4J A FTU NBKPS¸F
 PO BQQFMMF NBKPSBOU UPVU S¸FM M UFM RVF QPVS UPVU x ∈ A
 x ≤M �

3FNBSRVF
Si M est un majorant (resp. m est un minorant) d’une partie non vide A de #, tout réel supérieur ou égal
à M est un majorant de A (resp. tout réel inférieur ou égal à m est un minorant de A). On veillera à ne pas
parler du majorant (ou du minorant) d’une partie, mais d’un majorant (ou d’un minorant).

%¸GJOJUJPOT ����� 1MVT HSBOE ¸M¸NFOU
 QMVT QFUJU ¸M¸NFOU

4PJU A VOF QBSUJF OPO WJEF EF #� 0O EJU RVF �
t m FTU MF QMVT QFUJU ¸M¸NFOU TJ
 m ∈ A FU QPVS UPVU x ∈ A
 m ≤ x �
t M FTU MF QMVT HSBOE ¸M¸NFOU TJ
 M ∈ A FU QPVS UPVU x ∈ A
 M ≥ x �

3FNBSRVF
S’il existe, un tel élément est unique, donc on parle bien du plus petit élément/du plus grand élément.

&YFNQMFT
• L’intervalle ]−1,2[ est évidemment borné mais n’admet ni plus petit, ni plus grand élément.

Par contre, l’intervalle [−1,2] admet un plus petit élément (qui est −1) et un plus grand
élément (qui est 2).

• L’ensemble
/

1
n

, n ∈%∗
0

admet un plus grand élément qui est 1 mais n’admet pas de plus

petit élément.

%¸GJOJUJPO ����� 1BSUJF FOUJ¹SF

4PJU x VO S¸FM� -hFOTFNCMF {n ∈$, n ≤ x } BENFU VO QMVT HSBOE ¸M¸NFOU
 RVF MhPO OPUF 5x 6 FU
RVF MhPO BQQFMMF QBSUJF FOUJ¹SF EF x �

��
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3FNBSRVFT
• La partie entière d’un réel est un entier relatif.
• Pour tout réel x , on a 5x 6 ≤ x < 5x 6+1. Cet encadrement peut être très utile pour enlever une partie

entière, en effet :
5x 6= k ⇐⇒ k ≤ 5x 6< k +1.

&YFNQMFT
• On a 536= 3, 5#26= 1 et 5−1,76=−2.
• On se propose de résoudre l’équation 52x +36= 3. On a :

52x +36= 3 ⇐⇒ 3≤ 2x +3< 4 ⇐⇒ 0≤ x <
1
2

.

� -FT FOTFNCMFT
En mathématiques, un ensemble est une « collection » d’objets (réels, entiers, fonctions,. . .) appelés élé-
ments. Pour manipuler un ensemble, on a besoin de le définir clairement à travers des notations. On en
connaît déjà plusieurs qui définissent des ensembles particuliers :
• % : l’ensemble des entiers naturels ;
• $ : l’ensemble des entiers relatifs ;
• ( : l’ensemble des nombres rationnels (ce sont les nombres qui peuvent s’écrire comme une frac-

tion de deux entiers) ;
• # : l’ensemble des nombres réels ;
• ) : l’ensemble des nombres complexes (voir chapitre 3).

Vous avez également manipuler d’autres ensembles :
• [a , b ] l’intervalle constitué de tous les nombres réels supérieurs ou égaux à a et inférieurs ou égaux

à b .
• &a , b ' l’ensemble des nombres entiers supérieurs ou égaux à a et inférieurs ou égaux à b .

Tout au long de ce livre, nous introduirons plusieurs autres notations.
Il existe d’autres ensembles qui ne nécessitent pas de notations particulières, pour ceux là, il existe deux
façons de les noter :
• La notation en compréhension : on décrit l’ensemble comme une partie d’un ensemble plus grand

formée des éléments vérifiant plusieurs propriétés. Par exemple :

A =
+

x ∈#, x 2 ≥ 1
,

.

• La notation en extension : on décrit l’ensemble par la liste explicite des éléments qui composent
cet ensemble. Par exemple :

B =
+

0, 2, 4, . . .
,
=
+

2k , k ∈%
,

.

&YFNQMFT
L’ensemble E des multiples de 3 peut s’écrire : E =

+
3k , k ∈ $

,
=
+

n ∈ $, ∃k ∈ $, n = 3k
,

, on
pourra noter E = 3$.
On a également :

• (=
+p

q
, p ∈$, q ∈$∗

,
;

• *=
+ n

10p
, n ∈$, p ∈%

,
;

• #− =
+

x ∈#, x ≤ 0
,

;
• #+ =

+
x ∈#, x ≥ 0

,
;

• #∗ =
+

x ∈#, x -= 0
,

.

��
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���� (¸O¸SBMJU¸T

%¸GJOJUJPO �����

4PJFOU E FU F EFVY FOTFNCMFT�
t 0O OPUF e ∈ E QPVS EJSF RVF Mh¸M¸NFOU e BQQBSUJFOU ² MhFOTFNCMF E �
t -hFOTFNCMF OF DPOUFOBOU BVDVO ¸M¸NFOU TF OPUF ∅ RVF MhPO OPNNF FOTFNCMF WJEF�
t 6O TJOHMFUPO FTU VO FOTFNCMF OF DPOUFOBOU RVhVO TFVM ¸M¸NFOU�
t 0O EJU RVF EFVY FOTFNCMFT TPOU ¸HBVY ThJMT DPOUJFOOFOU MFT NºNFT ¸M¸NFOUT�
t 0O EJU RVF E FTU JODMVT EBOT F TJ � ∀x ∈ E , x ∈ F. 0O OPUF E ⊂ F FU PO EJU RVF E FTU VO
TPVT�FOTFNCMF EF F PV FODPSF RVF E FTU VOF QBSUJF EF F �

t %FVY FOTFNCMFT E FU F TPOU ¸HBVY TJ FU TFVMFNFOU TJ E ⊂ F FU F ⊂ E �

%¸GJOJUJPO �����

4PJU E VO FOTFNCMF� -hFOTFNCMF EFT TPVT�FOTFNCMFT EF E GPSNF VO FOTFNCMF BQQFM¸
FOTFNCMF EFT QBSUJFT EF E FU FTU OPU¸! (E )� "VUSFNFOU EJU �

A ∈! (E )⇐⇒ A ⊂ E .

3FNBSRVF
L’ensemble vide et E sont deux éléments de! (E ).

&YFNQMF
Soit E =

+
a , b , c

,
, alors! (E ) =

+
∅,{a },{b },{c },{a , b },{a , c },{b , c }, E

,
.

���� 0Q¸SBUJPOT FU FOTFNCMFT

%¸GJOJUJPO �����

4PJFOU E VO FOTFNCMF
 A FU B EFVY TPVT�FOTFNCMFT EF E �
t -B S¸VOJPO EF A FU B OPU¸F A∪B FTU MF TPVT�FOTFNCMF EF E DPOTUJUV¸ EFT ¸M¸NFOUT RVJ
TPOU EBOT A PV EBOT B � A ∪B =

+
x ∈ E , x ∈ A PV x ∈ B

,
.

4VS MB GJHVSF DJ�EFTTPVT
 MhVOJPO EF A FU B DPSSFTQPOE ² MB [POF HSJT¸F�

E

A
B

��
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t -hJOUFSTFDUJPO EF A FU B OPU¸F A ∩B FTU MF TPVT�FOTFNCMF EF E DPOTUJUV¸ EFT ¸M¸NFOUT
RVJ TPOU EBOT A FU EBOT B � A ∩B =

+
x ∈ E , x ∈ A FU x ∈ B

,
.

4VS MB GJHVSF DJ�EFTTPVT
 MhJOUFSTFDUJPO EF A FU B DPSSFTQPOE ² MB [POF HSJT¸F�

E

A
B

$FT E¸GJOJUJPOT TF H¸O¸SBMJTFOU ² VOF GBNJMMF EF TPVT�FOTFNCMFT EF E �
+

Ai ⊂ E , i ∈ I
,
	JDJ I

FTU VO FOTFNCMF QFSNFUUBOU EF EJGG¸SFOUJFS MFT TPVT�FOTFNCMFT Ai 
 �
t -B S¸VOJPO EFT Ai 
 i E¸DSJWBOU I 
 MF TPVT�FOTFNCMF EF E DPOTUJUV¸ EFT ¸M¸NFOUT RVJ TPOU
EBOT BV NPJOT VO EFT Ai �

⋃

i∈I

Ai =
+

x ∈ E , ∃i ∈ I , x ∈ Ai

,
.

t -hJOUFSTFDUJPO EFT Ai 
 i E¸DSJWBOU I 
 MF TPVT�FOTFNCMF EF E DPOTUJUV¸ EFT ¸M¸NFOUT RVJ
TPOU EBOT UPVT MFT Ai �

⋂

i∈I

Ai =
+

x ∈ E , ∀i ∈ I , x ∈ Ai

,
.

%¸GJOJUJPO �����

4PJFOU A FU B EFVY TPVT�FOTFNCMFT EhVO FOTFNCMF E �
t 0O E¸GJOJU MB EJGG¸SFODF EF B EBOT A MhFOTFNCMF � A\B =

+
x ∈ A, x /∈ B

,
.

4VS MB GJHVSF DJ�EFTTPVT
 MB EJGG¸SFODF EF B EBOT A DPSSFTQPOE ² MB [POF HSJT¸F�

E

A
B

t -hFOTFNCMF E \A FTU BQQFM¸ DPNQM¸NFOUBJSF EF A EBOT E � *M FTU OPU¸ A PV Ac ThJM OhZ B
QBT EhBNCJHV¿U¸ TVS MhFOTFNCMF E �
4VS MB GJHVSF DJ�EFTTPVT
 MF DPNQM¸NFOUBJSF EF A EBOT E DPSSFTQPOE ² MB [POF HSJT¸F�

E

A

��
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1SPQPTJUJPO �����

4PJFOU A
 B FU C USPJT TPVT�FOTFNCMFT EF E � "MPST �

t (A ∩B )∩C = A ∩ (B ∩C )�
t (A ∪B )∪C = A ∪ (B ∪C )�
t A ∪B = A ∩B �

t A ∩B = A ∪B �
t (A ∩B )∪C = (A ∪C )∪ (B ∪C )�
t (A ∪B )∩C = (A ∩C )∪ (B ∩C )�

3FNBSRVF
La troisième et la quatrième égalité (en lisant en colonne) s’appellent les lois de De Morgan.

%¸NPOTUSBUJPO
On prouve ces égalités en procédant par double inclusions. &

%¸GJOJUJPO ����� 1SPEVJU DBSU¸TJFO

4PJU E1, E2, . . . , En E¸TJHOFOU n FOTFNCMFT
 PO E¸GJOJU MF QSPEVJU DBSU¸TJFO E1 × . . .× En DPNNF
MhFOTFNCMF �

E1× · · ·× En =
+
(x1, . . . , xn ), ∀i ∈ &1, n', xi ∈ Ei

,
.

-PSTRVF QPVS UPVU i ∈ &1, n'
 Ei = E 
 PO OPUF � E × · · ·× E = E n �

3FNBSRVF
Il ne faut pas confondre les ensembles

+
(1,2)

,
(qui contient un seul élément) et

+
1,2

,
(qui en contient

deux).

���� 1BSUJUJPO EhVO FOTFNCMF

%¸GJOJUJPO ����� 1BSUJUJPO EhVO FOTFNCMF

6OF QBSUJUJPO EhVO FOTFNCMF E FTU VOF GBNJMMF EF TPVT�FOTFNCMFT (Ai )i∈I EF E W¸SJGJBOU �
• ∀(i , j ) ∈ &1, n'2, Ai ∩A j =∅ 	PO EJU RVF MFT FOTFNCMFT TPOU EFVY ² EFVY EJTKPJOUT
 �

•
n⋃

i=1

Ai = E .

4VS MB GJHVSF DJ�EFTTPVT
 PO B SFQS¸TFOU¸ VOF QBSUJUJPO EhVO FOTFNCMF E �

A1

A2

A3

A4

A5

E

&YFNQMF
On note P =

+
2k , k ∈%

,
et I =

+
2k +1, k ∈%

,
. La famille

+
P, I

,
forme une partition de %.

��
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� -FT BQQMJDBUJPOT

���� (¸O¸SBMJU¸T

%¸GJOJUJPO ����� "QQMJDBUJPO

6OF BQQMJDBUJPO 	PV GPODUJPO
 EF E EBOT F BTTPDJF ² UPVU ¸M¸NFOU EF E VO VOJRVF ¸M¸NFOU EF
F � 1PVS E¸TJHOFS VOF BQQMJDBUJPO
 PO OPUFSB f : E → F

x :→ f (x )
�

-hFOTFNCMF EFT BQQMJDBUJPOT EF E EBOT F FTU OPU¸; (E , F ) PV FODPSF F E �

3FNBSRVF
Deux fonctions f et g sont égales si et seulement si elles ont le même ensemble de départ E , même
ensemble d’arrivée F et si, pour tout x ∈ E : f (x ) = g (x ).
Il y a quelques applications qu’il est important de connaître et qui nous seront très utiles pour la suite.

%¸GJOJUJPO ����� "QQMJDBUJPO JEFOUJU¸

4PJU E VO FOTFNCMF� 0O BQQFMMF BQQMJDBUJPO JEFOUJU¸ EF E FU PO OPUF JEE MhBQQMJDBUJPO EF E EBOT
E E¸GJOJF QBS � ∀x ∈ E , JEE (x ) = x .

%¸GJOJUJPO ����� *OEJDBUSJDF

4PJU E VO FOTFNCMF FU A VOF QBSUJF EF E � 0O BQQFMMF JOEJDBUSJDF EF A
 OPU¸F +A 
 FTU MhBQQMJDBUJPO

EF E ² WBMFVS EBOT
+

0, 1
,
E¸GJOJF QBS � ∀x ∈ E , +A (x ) =

/
1 TJ x ∈ A
0 TJOPO .

%¸GJOJUJPO ����� (SBQIF EhVOF BQQMJDBUJPO

0O BQQFMMF HSBQIF
 OPU¸ Γ 
 EhVOF BQQMJDBUJPO f : E → F MF TPVT FOTFNCMF EF E × F E¸GJOJ QBS �

Γ =
+
(x , f (x )), x ∈ E

,
.

Il arrive que l’on étende ou que l’on réduise l’ensemble de départ d’une application pour faire apparaître
certaines propriétés.

%¸GJOJUJPO �����

4PJFOU E FU F EFVY FOTFNCMFT FU A VOF QBSUJF EF E �
t 4PJU f : E → F VOF BQQMJDBUJPO� 0O BQQFMMF SFTUSJDUJPO EF f BV TPVT�FOTFNCMF A
 OPU¸F

f|A MhBQQMJDBUJPO E¸GJOJF QBS f|A : A → F
x :→ f (x )

�

t 4J f FTU VOF BQQMJDBUJPO EF A EBOT F 
 PO BQQFMMF QSPMPOHFNFOU EF f ² E UPVUF BQQMJDBUJPO
g : E → F W¸SJGJBOU QPVS UPVU x ∈ A � g (x ) = f (x )�

��
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&YFNQMF
• Considérons l’application f : # → #+

x :→ |x |
. Alors f|#+ = id#+ .

• L’application f : #∗+ → #
x :→ x ln x

peut se prolonger en une fonction f̃ définie et conti-

nue sur #+ en posant f̃ (0) = 0.

���� "QQMJDBUJPOT FU FOTFNCMFT

%¸GJOJUJPO ����� *NBHF EJSFDUF

4PJFOU f : E → F VOF BQQMJDBUJPO FU A VO TPVT�FOTFNCMF EF E � 0O BQQFMMF JNBHF EJSFDUF EF A
QBS f 
 MB QBSUJF EF F 
 OPU¸F f (A)
 E¸GJOJF QBS � f (A) =

+
f (x ), x ∈ A

,
.

&O QBSUJDVMJFS
 f (E ) = *N f FTU BQQFM¸F JNBHF EF f �

E

F

0

]
[

f (E )

&YFNQMF
On considère l’application f : # →#

x :→ x 2
. Notons que pour

tout x ∈ #, x 2 ≥ 0. Ainsi f (#) ⊂ #+. On peut également mon-
trer que tout élément de#+ admet un antécédent dans# par f
(c’est la définition de la racine carrée), ainsi f (#) =#+.
Avec une étude similaire, on peut montrer que

f ([−1/2,1]) = [0,1],

ce qui est illustré sur la figure ci-contre.
x

y

− 1
2

1

%¸GJOJUJPO ����� *NBHF S¸DJQSPRVF

4PJFOU f : E → F VOF BQQMJDBUJPO FU B VO TPVT�FOTFNCMF EF F � 0O BQQFMMF JNBHF S¸DJQSPRVF
EF B QBS f 
 MB QBSUJF EF E 
 OPU¸F f −1(B )
 E¸GJOJF QBS � f −1(B ) =

+
x ∈ E , f (x ) ∈ B

,
.

��
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&YFNQMF

On considère l’application f : # →#
x :→ x 2

.

Un carré étant toujours positif, on a : f −1(#∗−) =∅.
De même, 1 admet deux antécédents 1 et −1, ainsi :
f −1({1}) = {−1, 1}. Enfin, à partir du schéma ci-contre, on
a f −1([1,4]) = [−2,−1]∪ [1,2]. x

y

−1 1−2 2

1

4

//// ////

���� $PNQPTJUJPO

%¸GJOJUJPO ����� $PNQPTJUJPO EhBQQMJDBUJPOT

4PJFOU f : E → F FU g : F → G EFVY BQQMJDBUJPOT� -B DPNQPT¸F EF g FU f FTU MhBQQMJDBUJPO
OPU¸F g ◦ f E¸GJOJF QBS �

g ◦ f : E → G
x :→ g

(
f (x )

)

3FNBSRVF
Pour que g ◦ f existe, l’ensemble d’arrivée de f doit être inclus dans l’ensemble de départ de g . On peut
illustrer la composée de deux applications comme ceci :

x

E F GE F G
f g

g ◦ f

f (x )

g
(
f (x )

)

Lorsque l’application g ◦ f existe, f ◦ g n’existe pas forcément. Si jamais les deux existent, en général,
f ◦ g -= g ◦ f .

&YFNQMF
On considère les deux applications f : #∗ → #∗

x :→ 1
x

et g : #∗+ → #
x :→ ln x

.

On a f ◦ g : #∗+ → #∗

x :→ 1
ln x

. Par contre g ◦ f n’existe pas puisque f (#∗) =#∗ n’est pas un sous-

ensemble de l’ensemble de départ de g , en effet, −1 n’admet pas d’image par g ◦ f par exemple.
Par contre, g ◦ f|#∗+ existe.

��
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&YFNQMF
On considère les deux applications f : # → #+

x :→ x 2
et g : #+ → #

x :→ #
x

.

On a alors f ◦ g : #+ → #+
x :→ #

x 2 = x
, ainsi f ◦ g = id#+ .

Par contre g ◦ f : # → #
x :→ #

x 2 = |x |
.

1SPQPTJUJPO ����� "TTPDJBUJWJU¸ EF MB DPNQPTJUJPO

4PJFOU f : E → F 
 g : F →G FU h : G →H USPJT BQQMJDBUJPOT
 BMPST �

h ◦ (g ◦ f ) = (h ◦ g ) ◦ f .

%¸NPOTUSBUJPO
La preuve est claire et découle de la définition de ◦. &

3FNBSRVF
L’associativité de ◦ est importante : elle indique que l’on peut faire les opérations de composition (lorsque
que l’on peut les faire) dans l’ordre que l’on veut. Ainsi, on notera h ◦ g ◦ f pour indiquer h ◦ (g ◦ f ) ou
(h ◦ g ) ◦ f .

1SPQPTJUJPO �����

4J f : E → E FTU VOF BQQMJDBUJPO
 BMPST f ◦ idE = idE ◦ f = f �

%¸NPOTUSBUJPO
La preuve est claire et découle des définitions de ◦ et idE . &

%¸GJOJUJPO �����

4PJFOU n ∈% FU VOF BQQMJDBUJPO f : E → E � 0O E¸GJOJU MB n�J¹NF JU¸S¸F EF f QBS �

f 0 = JEE , f n = f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
n GPJT

.

���� *OKFDUJPO
 TVSKFDUJPO
 CJKFDUJPO
������ "QQMJDBUJPO JOKFDUJWF

%¸GJOJUJPO ����� "QQMJDBUJPO JOKFDUJWF

4PJU f : E → F VOF BQQMJDBUJPO� 0O EJU RVF f FTU JOKFDUJWF TJ �

∀(x , x ′) ∈ E 2, f (x ) = f (x ′)⇒ x = x ′.

Une application injective est une application pour laquelle tous les éléments de l’ensemble de départ ont
des images différentes par f . La figure page suivante illustre cela. En effet, aucun des éléments ei n’ont la
même image. Il peut exister des éléments de F qui n’ont aucun antécédent ( f6 sur ce schéma).
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3FNBSRVF
Soit f : E → F une application. On peut reformuler la définition d’injectivité de f de deux manières :
• Tout élément de F admet au plus un antécédent par f .
• Pour tout y ∈ F , l’équation f (x ) = y admet au plus une solution dans E .

e1

e2

e3

e4

f1

f2

f3

f4

f5

f6

E FE F
f

&YFNQMF
L’application f : # → #+

x :→ x 2
n’est pas injective, en effet f (1) = f (−1) = 1. Cependant, en

changeant l’ensemble de départ, on peut obtenir une application qui est injective, par exemple
g : #+ → #+

x :→ x 2
.

1SPQPTJUJPO �����

4PJFOU f : E → F FU g : F → G EFVY BQQMJDBUJPOT� 4J f FU g TPOU JOKFDUJWFT
 BMPST g ◦ f FTU
JOKFDUJWF�

%¸NPOTUSBUJPO
Soit (x , x ′) ∈ E 2 tel que g ◦ f (x ) = g ◦ f (x ′), alors : g

#
f (x )

$
= g

#
f (x ′)

$
. Cependant, g est une application

injective, ainsi : f (x ) = f (x ′). On utilise maintenant l’injectivité de f pour obtenir que x = x ′. On a bien
montrer que g ◦ f est injective. &

������ "QQMJDBUJPO TVSKFDUJWF

%¸GJOJUJPO ����� "QQMJDBUJPO TVSKFDUJWF

4PJU f : E → F VOF BQQMJDBUJPO� 0O EJU RVF f FTU TVSKFDUJWF TJ UPVU ¸M¸NFOU EF F BENFU BV
NPJOT VO BOU¸D¸EFOU QBS f 
 BVUSFNFOU EJU
 TJ � ∀y ∈ F, ∃x ∈ E f (x ) = y .

Une application surjective est une application pour laquelle tous les éléments de l’ensemble d’arrivée
admettent au moins un antécédent dans E par f . La figure suivante illustre cela. Tous les éléments de F
possèdent au moins un antécédent, certains en ont même plus ( f1).
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e1

e2

e3

e4

e5

f1

f2

f3

f4

E FE F
f

&YFNQMF
L’application f : # → #

x :→ x 2
n’est pas surjective, en effet le réel −1 n’admet pas d’antécédents

réels. Par contre g : # → #+
x :→ x 2

est une application surjective.

1SPQPTJUJPO �����

4PJU f : E → F 
 f FTU TVSKFDUJWF TJ FU TFVMFNFOU TJ f (E ) = F �

%¸NPOTUSBUJPO
(⇒)On suppose que f est surjective.
Par définition, f (E ) ⊂ F . On va montrer l’autre inclusion. Soit y ∈ F , comme f est surjective, il existe
x ∈ E tel que y = f (x ), autrement dit, y ∈ f (E ).
On a bien F ⊂ f (E ) et donc f (E ) = F .
(⇐)On suppose que f (E ) = F .
Soit y ∈ F , alors y ∈ f (E ) ce qui revient à dire que : ∃x ∈ E , y = f (x ). f est bien une application surjective.

&
1SPQPTJUJPO �����

4PJFOU f : E → F FU g : F → G EFVY BQQMJDBUJPOT� 4J f FU g TPOU TVSKFDUJWFT
 BMPST g ◦ f FTU
TVSKFDUJWF�

%¸NPOTUSBUJPO
Soit z ∈ F , par surjectivité de l’application g , il existe y ∈ F tel que z = g (y ).
L’application f étant surjective, il existe x ∈ E tel que y = f (x ).
Par conséquent : z = g

(
f (x )

)
= g ◦ f (x ). Finalement, on a montré que :

∀z ∈G , ∃x ∈ E , z = f ◦ g (x ).

&
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������ "QQMJDBUJPO CJKFDUJWF

%¸GJOJUJPO ����� "QQMJDBUJPO CJKFDUJWF

4PJU f : E → F VOF BQQMJDBUJPO� 0O EJU RVF f FTU CJKFDUJWF TJ FMMF FTU JOKFDUJWF FU TVSKFDUJWF�
"VUSFNFOU EJU
 f FTU CJKFDUJWF TJ FU TFVMFNFOU TJ UPVU ¸M¸NFOU EF F BENFU FYBDUFNFOU VO BOU¸�
D¸EFOU QBS f � -hBQQMJDBUJPO f : E → F FTU EPOD CJKFDUJWF TJ FU TFVMFNFOU TJ �

∀y ∈ F, ∃!x ∈ E f (x ) = y .

5I¸PS¹NF �����

6OF BQQMJDBUJPO f : E → F FTU CJKFDUJWF TJ FU TFVMFNFOU ThJM FYJTUF VOF BQQMJDBUJPO
g : F → E UFMMF RVF g ◦ f = JEE FU f ◦ g = JEF � -hBQQMJDBUJPO g FTU BMPST BQQFM¸F BQQMJDBUJPO
S¸DJQSPRVF EF f FU FTU OPU¸F f −1�

Une application bijective est une application pour laquelle tous les éléments de l’ensemble d’arrivée
admettent exactement un antécédent dans E par f . Il est possible de construire une nouvelle application
qui à un élément de F lui associe son unique antécédent par f dans E , c’est l’application f −1. Le schéma
ci-dessous illustre cela :

e1

e2

e3

e4

f1

f2

f3

f4

E FE F
f

e1

e2

e3

e4

f1

f2

f3

f4

E FE F
f −1

&YFNQMF
On a vu précédemment que l’application f : #+ → #+

x :→ x 2
est injective et surjective. C’est

donc une application bijective. Son application réciproque est g : #+ → #+
x :→ #

x
.

L’application ln : #∗+ → #
x :→ ln x

est bijective, son application réciproque est

exp : # → #∗+
x :→ ex

.

1SPQPTJUJPO �����

4PJFOU f : E → F FU g : F → G EFVY BQQMJDBUJPOT� 4J f FU g TPOU CJKFDUJWFT
 BMPST g ◦ f FTU
CJKFDUJWF FU TB CJKFDUJPO S¸DJQSPRVF FTU (g ◦ f )−1 = f −1 ◦ g −1�
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%¸NPOTUSBUJPO
f et g sont injectives, donc g ◦ f est aussi injective.
f et g sont surjectives, donc g ◦ f est aussi surjective.
Par conséquent, g ◦ f est bijective.
Il nous reste à vérifier que :

(g ◦ f ) ◦ ( f −1 ◦ g −1) = g ◦ g −1 = IdF , ( f −1 ◦ g −1) ◦ (g ◦ f ) = f −1 ◦ f = IdE .

Ainsi : (g ◦ f )−1 = f −1 ◦ g −1. &

� -FT SFMBUJPOT CJOBJSFT

%¸GJOJUJPO ����� 3FMBUJPO CJOBJSF

4PJU E VO FOTFNCMF� 0O BQQFMMF SFMBUJPO CJOBJSF) TVS E MB EPOO¸F EhVO FOTFNCMF G ⊂ E 2� 0O
EJU BMPST RVF x FTU FO SFMBUJPO BWFD y 
 DF RVJ TF OPUF x) y 
 TJ FU TFVMFNFOU TJ (x , y ) ∈G �

%¸GJOJUJPO �����

4PJU) VOF SFMBUJPO CJOBJSF TVS VO FOTFNCMF E � 0O EJU RVF) FTU �
t S¸GMFYJWF TJ QPVS UPVU x ∈ E � x)x �
t TZN¸USJRVF TJ QPVS UPVU (x , y ) ∈ E 2 � x) y =⇒ y)x �
t BOUJTZN¸USJRVF TJ QPVS UPVU (x , y ) ∈ E 2 �

#
x) y FU y)x

$
=⇒ x = y �

t USBOTJUJWF TJ QPVS UPVU (x , y , z ) ∈ E 3 �
#
x) y FU y)z

$
=⇒ x)z �

&YFNQMFT
• Soit E un ensemble quelconque. La relation d’égalité sur E est réflexive, transitive, symé-

trique et antisymétrique.
• La relation ≤ sur # est réflexive, transitive et antisymétrique. Elle n’est pas symétrique.
• Soit E un ensemble quelconque. La relation d’inclusion sur! (E ) est réflexive, transitive et

antisymétrique.

���� 3FMBUJPO Eh¸RVJWBMFODF

%¸GJOJUJPO ����� 3FMBUJPO Eh¸RVJWBMFODF

0O BQQFMMF SFMBUJPO Eh¸RVJWBMFODF UPVUF SFMBUJPO CJOBJSF S¸GMFYJWF
 TZN¸USJRVF FU USBOTJUJWF TVS
VO FOTFNCMF OPO WJEF�

&YFNQMFT
• Soit (z , p ) ∈#×$.

– Deux réels x et y sont congrus modulo z , noté x ≡ y [z ], s’il existe un entier k tel que
x = y +k z .

– Deux entiers m et n sont congrus modulo p , noté n ≡m [p ], s’il existe un entier k tel
que n =m +k p .

On peut vérifier que les congruences sont des relations d’équivalence.

��
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• Si f : E → F est une application entre deux ensembles E et F , la relation binaire) définie
sur E par :

∀
(
x , y

)
∈ E 2, x) y ⇐⇒ f (x ) = f

(
y
)

est une relation d’équivalence sur E .

%¸GJOJUJPO ����� $MBTTF Eh¸RVJWBMFODF

4PJU) VOF SFMBUJPO Eh¸RVJWBMFODF TVS VO FOTFNCMF E FU x ∈ E � 0O BQQFMMF DMBTTF Eh¸RVJWBMFODF
EF x QPVS) MhFOTFNCMF
 OPU¸ x 
 E¸GJOJ QBS �

x =
+

y ∈ E , x) y
,

.

1SPQPTJUJPO �����

4PJU ) VOF SFMBUJPO Eh¸RVJWBMFODF TVS VO FOTFNCMF E � -FT DMBTTFT Eh¸RVJWBMFODF GPSNFOU VOF
QBSUJUJPO EF E �

%¸NPOTUSBUJPO
• Il est clair que E =

⋃

x∈E

x car pour tout x ∈ E , x ∈ x .

• La définition de la relation d’équivalence assure que pour tous x et y dans E , on a x ∩ y = ∅ ou
x = y .

Il s’ensuit que les classes d’équivalence forment une partition de E .
&

&YFNQMF
On considère la relation) définie sur#∗ par : x) y ⇐⇒ x y > 0. Alors) est une relation d’équi-
valence qui a deux classes d’équivalences : #∗+ et #∗−.

���� 3FMBUJPO EhPSESF

%¸GJOJUJPO ����� 3FMBUJPO EhPSESF

6OF SFMBUJPO EhPSESF TVS VO FOTFNCMF E FTU VOF SFMBUJPO CJOBJSF) S¸GMFYJWF
 BOUJTZN¸USJRVF FU
USBOTJUJWF� -PSTRVhVOF UFMMF SFMBUJPO) FYJTUF
 PO EJU RVF (E ,) ) FTU VO FOTFNCMF PSEPOO¸�

&YFNQMFT
• Les relations ≤ et ≥ sur # sont des relations d’ordre.
• Dans %∗, la relation de divisibilité définie par : a)b si, et seulement s’il existe k ∈ %∗ tel

que b = k a est une relation d’ordre.
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%¸GJOJUJPO �����

4PJU) VOF SFMBUJPO EhPSESF TVS E �
t 0O EJU RVF MhPSESF FTU UPUBM TJ PO QFVU UPVKPVST DPNQBSFS EFVY ¸M¸NFOUT EF E � QPVS UPVU
(x , y ) ∈ E 2
 PO B x) y PV y)x � %BOT MF DBT DPOUSBJSF
 PO EJU RVF MhPSESF FTU QBSUJFM�

t 4J A FTU VOF QBSUJF EF E FU M FTU VO ¸M¸NFOU EF E 
 PO EJU RVF M FTU VO NBKPSBOU EF A
TJ
 QPVS UPVU x ∈ A
 PO B x)M �

� 4PNNFT FU QSPEVJUT

���� (¸O¸SBMJU¸T

%¸GJOJUJPO ����� 4PNNF FU QSPEVJU

4PJU I = {i1, . . . , in } VO FOTFNCMF GJOJ OPO WJEF� 4PJU (ui )i∈I VOF GBNJMMF EF S¸FMT� 0O E¸GJOJU �
t
∑

i∈I

ui 	FU PO MJU j TPNNF TVS I EFT ui x
 QBS

∑

i∈I

ui = ui1
+ · · ·+uin

.

t
∏

i∈I

ui 	FU PO MJU j QSPEVJU TVS I EFT ui x
 QBS

∏

i∈I

ui = ui1
× · · ·×uin

.

-PSTRVF I FTU WJEF
 PO QPTF
∑

i∈I

ui = 0 FU
∏

i∈I

ui = 1�

/PUBUJPO
Lorsque I = [[a , b ]] avec a ≤ b deux entiers naturels, on note

∑
i∈I ui =

∑b
i=a ui et

∏
i∈I ui =∏b

i=a ui .

3FNBSRVFT
• La lettre « i » est dite « muette » car on peut la remplacer par n’importe quelle autre lettre j , $, etc.

• Si a et b sont des entiers naturels tels que a ≤ b , la somme
b∑

i=a

ui comporte b −a +1 termes.

&YFNQMFT

• On a
10∑

i=3

5= 5+ · · ·+5︸ ︷︷ ︸
10−3+1 termes

= 5× (10−3+1) = 40.

• Si n est un entier naturel,
2n∑

i=1

(−1)i =−1+1−1+ · · ·−1+1= 0 car les termes se détruisent

deux à deux.

��
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1SPQPTJUJPO ����� 1SPQSJ¸U¸T

4PJFOU (ui )i∈I FU (vi )i∈I EFVY GBNJMMFT EF S¸FMT JOE¸Y¸FT TVS VO FOTFNCMF GJOJ I � 4PJU
(
λ,µ

)
∈#2

FU TPJFOU I1 FU I2 EFVY QBSUJFT EF I UFMMFT RVF I = I1 ∪ I2 BWFD I1 ∩ I2 =∅
 PO B �
t
∑

i∈I

(
λui +µvi

)
=λ

∑

i∈I

ui +µ
∑

i∈I

vi �

t
∑

i∈I

ui =
∑

i∈I1

ui +
∑

i∈I2

ui �

t
∑

i∈I

λui vi =λn
∏

i∈I

ui ×
∏

i∈I

vi PÇ n FTU MF OPNCSF Eh¸M¸NFOUT EF I �

t
∏

i∈I

ui =
∏

i∈I1

ui

∏

i∈I2

ui �

%¸NPOTUSBUJPO
Nous prouvons uniquement les deux premiers points, les deux autres se prouvent de manière analogue.
On écrit I = {i1, . . . , in } et, quitte à renuméroter, on pose I1 = {i1, . . . , ir } et I2 = {ir+1, . . . , in } avec r ∈ [[1, n ]].
• On a : ∑

i∈I

(
λui +µvi

)
=

(
λui1

+µvi1

)
+ · · ·+

(
λuin

+µvin

)

= λ
(
ui1
+ · · ·+uin

)
+µ

(
vi1
+ · · ·+ vin

)

= λ
∑

i∈I

ui +µ
∑

i∈I

vi .

• On a : ∑

i∈I1

ui +
∑

i∈I2

ui =
(
ui1
+ · · ·+uir

)
+
(
uir+1

+ · · ·+uin

)

= ui1
+ · · ·+uir

+uir+1
+ · · ·+uin

=
∑

i∈I

ui .

&
1SPQPTJUJPO ����� $IBOHFNFOU EF WBSJBCMF

4PJFOU I FU J EFVY FOTFNCMFT GJOJT� 0O TVQQPTF RVhJM FYJTUF VOF CJKFDUJPO ϕ : I → J � 4PJU (ui )i∈I
VOF GBNJMMF EF S¸FMT� "MPST � ∑

i∈I

uϕ(i ) =
∑

j∈J

u j .

3FNBSRVF
La proposition reste évidemment valable pour un produit.

%¸NPOTUSBUJPO
Dans la somme

∑

i∈I

uϕ(i ), on pose j =ϕ (i ). Par bijectivité de ϕ, on peut écrire :

∑

i∈I

uϕ(i ) =
∑

j∈ϕ(I )
u j =

∑

j∈J

u j .

&
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&YFNQMFT

• Soit n ∈%∗. On a :
2n∑

k=n+1

1
k
=

n∑

j=1

1
n + j

, où l’on a posé k = n + j ⇔ j = n −k .

• Soit n ∈%∗. En utilisant la formule de trigonométrie sin (π− x ) = sin (x ) (voir le chapitre 2),
on a :

2n∑

k=n+1

ln
9

sin
9

kπ
2n

::
=

n−1∑

j=0

ln

;
sin

; (
2n − j

)
π

2n

<<
, en posant j = 2n −k

=
n−1∑

j=0

ln
9

sin
9
π− jπ

2n

::

=
n−1∑

j=0

ln
9

sin
9

jπ
2n

::

=
n−1∑

j=1

ln
9

sin
9

jπ
2n

::
car sin (0) = 0.

1SPQPTJUJPO ����� 5¸MFTDPQBHF

4PJU (ui )i∈[[0,n ]] VOF GBNJMMF EF S¸FMT� "MPST �

t
n−1∑

i=0

(ui+1−ui ) = un −u0 �

t TJ MhPO TVQQPTF RVF QPVS UPVU i ∈ [[0, n ]]
 ui -= 0

n−1∏

i=0

ui+1

ui
=

un

u0
�

%¸NPOTUSBUJPO
Les deux preuves se font par récurrence. &

&YFNQMFT

• En remarquant que pour tout k ∈%∗, 1
k (k +1)

=
1
k
− 1

k +1
, on a :

n∑

k=1

1
k (k +1)

=
n∑

k=1

9
1
k
− 1

k +1

:
= 1− 1

n +1
.

• Soit x ∈#. On a :

(1− x )
n∑

k=0

x k =
n∑

k=0

(1− x ) x k =
n∑

k=0

(
x k − x k+1

)
= 1− x n+1.

On en déduit que, pour tout x ∈#\{1} :
n∑

k=0

x k =
1− x n+1

1− x
.

• On admet la relation trigonométrique sin (2x ) = 2 cos (x )sin (x ). Soit x ∈ # tel que
sin

(
2k x

)
-= 0 pour tout k ∈ [[0, n −1]], on a :

n−1∏

k=0

cos
(
2k x

)
=

n−1∏

k=0

sin
(
2k+1 x

)

2 sin (2k x )
=

1
2n

n−1∏

k=0

sin
(
2k+1 x

)

sin (2k x )
=

sin (2n x )
2n sin (x )

.

��
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1SPQPTJUJPO ����� 4PNNFT VTVFMMFT

4PJFOU n ∈%∗ FU x ∈#� 0O B �

t
n∑

k=1

k =
n (n +1)

2
�

t
n∑

k=1

k 2 =
n (n +1) (2n +1)

6
�

t
n∑

k=1

k 3 =
n 2 (n +1)2

4
�

t
n∑

k=0

x k =





1− x n+1

1− x
TJ x -= 1

n +1 TJ x = 1
�

%¸NPOTUSBUJPO
Nous prouvons seulement la seconde formule par récurrence, les deux autres se font de manière ana-
logue.

Pour n ∈%∗, on pose!n : «
n∑

k=1

k =
n (n +1) (2n +1)

6
».

Initialisation : !1 est vraie car
1∑

k=1

k 2 =
1× (1+1)× (2×1+1)

6
.

Hérédité : On suppose!n vraie pour un certain entier naturel n non nul. On a :

n+1∑

k=1

k 2 =
n∑

k=1

k 2 + (n +1)2

=
n (n +1) (2n +1)

6
+ (n +1)2

=
(n +1) (n (2n +1) +6 (n +1))

6

=
(n +1) (n +2) (2 (n +1) +1)

6
.

On a montré que!n+1 est vraie, ce qui termine la récurrence. &

1SPQPTJUJPO �����

4PJFOU a FU b EFVY S¸FMT FU VO n VO FOUJFS OBUVSFM OPO OVM� 0O B �

a n − b n = (a − b )
n−1∑

i=0

a i b n−1−i .

%¸NPOTUSBUJPO

On développe (a − b )
n−1∑

i=0

a i b n−1−i . On a :

(a − b )
n−1∑

i=0

a i b n−1−i =
n−1∑

i=0

a i+1b n−1−i −
n−1∑

i=0

a i b n−1.

��
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On procède au changement de variable j = i +1 dans la première somme, on a donc :

(a − b )
n−1∑

i=0

a i b n−1−i =
n∑

j=1

a j b n− j −
n−1∑

i=0

a i b n−1

= a n − b n +
n−1∑

j=1

a j b n− j −
n−1∑

i=1

a i b n−1

= a n − b n .

&

���� $PFGGJDJFOUT CJOPNJBVY FU GPSNVMF EV CJOÃNF EF /FXUPO

%¸GJOJUJPO ����� 'BDUPSJFMMF

4PJUn ∈%� 0O E¸GJOJUn !
 FU PO MJU j GBDUPSJFMMF EFn x
 QBS �n !=
∏n

i=1 i .0O SFNBSRVF RVF
 MPSTRVF
n = 0
 MF QSPEVJU FTU JOE¸Y¸ TVS MhFOTFNCMF WJEF
 EPOD WBVU 1�

3FNBSRVF
Par définition, on a (n +1)!= (n +1)×n !.

%¸GJOJUJPO ����� $PFGGJDJFOU CJOPNJBM

4PJFOU n ∈% FU k ∈ [[0, n ]]� 0O E¸GJOJU
@

n
k

A

 FU PO MJU j k QBSNJ n x
 QBS �

@
n
k

A
=

n !
k ! (n −k )!

.

&YFNQMF

On remarque que

@
n
0

A
= 1,

@
n
1

A
= n et

@
n
2

A
=

n (n −1)
2

.

1SPQPTJUJPO ����� 1SPQSJ¸U¸T

4PJFOU n ∈% FU k ∈ [[0, n ]]� 0O B �

t
@

n
k

A
=
@

n
n −k

A
�

t TJ MhPO TVQQPTF RVF k +1≤ n 

@

n
k

A
+
@

n
k +1

A
=
@

n +1
k +1

A
	GPSNVMF EV USJBOHMF EF 1BTDBM
 �

t TJ MhPO TVQQPTF k ≥ 1
 n

@
n −1
k −1

A
= k

@
n
k

A
�

��
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%¸NPOTUSBUJPO
Toutes les formules se montrent en revenant à la définition du coefficient binomial, nous nous contentons
de prouver la formule du triangle de Pascal. On a :

@
n
k

A
+
@

n
k +1

A
=

n !
k ! (n −k )!

+
n !

(k +1)! (n −k −1)!
=

n !
k ! (n −k −1)!

9
1

n −k
+

1
k +1

:

=
n !

k ! (n −k −1)!
× n +1
(k +1) (n −k )

=
(n +1)!

(k +1)! (n −k )!

=
@

n +1
k +1

A
.

&
1SPQPTJUJPO ����� #JOÃNF EF /FXUPO

4PJFOU a FU b EFVY S¸FMT FU n VO FOUJFS OBUVSFM� 0O B � (a + b )n =
n∑

k=0

@
n
k

A
a k b n−k .

%¸NPOTUSBUJPO
On fait une preuve par récurrence. Pour tout n ∈%, on pose

!n : «∀ (a , b ) ∈#2, (a + b )n =
n∑

k=0

@
n
k

A
a k b n−k ».

Initialisation : !0 est clairement vraie.
Hérédité : On suppose!n vraie pour un certain entier naturel n , montrons que!n+1 est vraie. Soient a
et b deux réels. On a :

(a + b )n+1 = (a + b )× (a + b )n .

En utilisant l’hypothèse de récurrence, on a :

(a + b )n+1 = (a + b )
n∑

k=0

@
n
k

A
a k b n−k =

n∑

k=0

@
n
k

A
a k+1b n−k +

n∑

k=0

@
n
k

A
a k b n+1−k .

On fait le changement de variable j = k +1 dans la première somme, on a :

(a + b )n+1 =
n+1∑

j=1

@
n

j −1

A
a j b n+1− j +

n∑

k=0

@
n
k

A
a k b n+1−k

= a n+1 + b n+1 +
n∑

j=1

@
n

j −1

A
a j b n+1− j +

n∑

k=1

@
n
k

A
a k b n+1−k .

En regroupant les deux sommes et en utilisant la formule du triangle de Pascal, on obtient :

(a + b )n+1 = a n+1 + b n+1 +
n∑

k=1

@@
n

k −1

A
+
@

n
k

AA
a k b n+1−k

= a n+1 + b n+1 +
n∑

k=1

@
n +1

k

A
a k b n+1−k

=
n+1∑

k=0

@
n +1

k

A
a k b n+1−k .

On a montré que!n+1 est vraie, ce qui termine la récurrence. &

��
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6
3
4

&YFNQMF

On a :
n∑

k=0

@
n
k

A
=

n∑

k=0

@
n
k

A
1k 1n−k = (1+1)n = 2n .

���� 4PNNFT EPVCMFT

%¸GJOJUJPO ����� 4PNNF EPVCMF

4PJFOU I FU J EFVY FOTFNCMFT GJOJT OPO WJEFT� 4PJU
(
ui , j

)
(i , j )∈I×J

VOF GBNJMMF EF S¸FMT� 4PJU K ⊂
I × J � -B TPNNF

∑

(i , j )∈K

ui , j ThBQQFMMF VOF TPNNF EPVCMF�

1SPQPTJUJPO �����

4PJFOU I FU J EFVY FOTFNCMFT GJOJT OPO WJEFT� 4PJU
(
ui , j

)
(i , j )∈I×J

VOF GBNJMMF EF S¸FMT� 0O QPTF
K = I × J � "MPST � ∑

(i , j )∈K

ui , j =
∑

i∈I

∑

j∈J

ui , j =
∑

j∈J

∑

i∈I

ui , j .

%¸NPOTUSBUJPO
On remarque que

K =
⋃

i0∈I

{i0}× J =
⋃

j0∈J

I ×
+

j0

,
.

On en déduit que
∑

(i , j )∈K

ui , j =
∑

(i , j )∈
⋃

i0∈I

{i0}× J

ui , j =
∑

i0∈I

∑

(i , j )∈{i0}×J

ui , j =
∑

i∈I

∑

j∈J

ui , j .

On montre de même que ∑

(i , j )∈K

ui , j =
∑

j∈J

∑

i∈I

ui , j .

&

&YFNQMFT
• Soit n ∈%∗. Soit (ui )i∈[[1,n ]] une famille de réels. On a :

;
n∑

i=1

ui

<2

=

;
n∑

i=1

ui

<
×
B

n∑

j=1

u j

C
=

n∑

i=1

n∑

j=1

ui u j .

��
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• Soit n ∈%∗. On a :

n∑

i=1

n∑

j=1

(
i + j

)
=

n∑

i=1

B
n∑

j=1

i +
n∑

j=1

j

C
(linéarité du signe somme)

=
n∑

i=1

9
ni +

n (n +1)
2

:
(on utilise les sommes usuelles)

= n
n∑

i=1

i +
n (n +1)

2

n∑

i=1

1 (linéarité du signe somme)

=
n 2 (n +1)

2
+

n 2 (n +1)
2

(on utilise les sommes usuelles)

= n 2 (n +1) .

&YFNQMFT

On appelle somme triangulaire toute somme double de la forme
n∑

i=1

j∑

i=1

ui , j ou
n∑

i=1

n∑

i= j

ui , j , etc.

Voici deux exemples de calculs de sommes triangulaires :

• Soit n ∈%∗, calculons
n∑

i=1

n∑

j=i

i j . On préfère permuter pour avoir une somme plus simple à

calculer. On écrit :
n∑

i=1

n∑

j=i

i j =
∑

1≤i≤ j≤n

i j

=
n∑

j=1

j∑

i=1

i j

=
n∑

j=1

;
j

j∑

i=1

i

<
(linéarité du signe somme)

=
n∑

j=1

j ×
j
(

j +1
)

2
(on utilise les sommes usuelles)

=
1
2

n∑

j=1

(
j 3 + j 2

)
(linéarité du signe somme)

=
1
2

@
n (n +1) (2n +1)

6
+

n 2 (n +1)2

4

A
(sommes usuelles)

=
n (n +1)

2

9
2n +1

6
+

n (n +1)
4

:
(on factorise par n (n +1))

=
n (n +1)

2
× 2 (2n +1) +3n (n +1)

12

=
n (n +1)

(
3n 2 +7n +2

)

24

=
n (n +1) (n +2) (3n +1)

24
.

��
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$0
6
3
4• Soit n ∈ %∗, calculons

n∑

i=1

n∑

j=i

i
j

. On semble bloquer avec cette somme. On décide de per-

muter les indices. On écrit :
n∑

i=1

n∑

j=i

i
j
=

∑

1≤i≤ j≤n

i
j

=
n∑

j=1

j∑

i=1

i
j

=
n∑

j=1

;
1
j

j∑

i=1

i

<
(linéarité)

=
n∑

j=1

;
1
j
×

j
(

j +1
)

2

<
(on utilise les sommes usuelles)

=
1
2

n∑

j=1

(
j +1

)
(linéarité de la somme)

=
1
2

B
n∑

j=1

j +
n∑

j=1

1

C
(linéarité de la somme)

=
1
2

9
n (n +1)

2
+n

:
(on utilise les sommes usuelles)

=
n (n +3)

4
.

3&53067&; *$* -" 4:/5)ê4&
%& $& $)"1*53& ß 5­-­$)"3(&3
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.¸UIPEF �� .POUSFS VOF JODMVTJPO FOUSF EFVY FOTFNCMFT�
Soit E l’ensemble des entiers naturels pairs et F =

+
k (k +1), k ∈%

,
. Montrons que F ⊂ E .

$POTFJMT N¸UIPEPMPHJRVFT

1PVSNPOUSFS VOF JODMVTJPO FOUSF EFVY FOTFNCMFT F ⊂ E 
 PO DPOTJE¹SF VO ¸M¸NFOU RVFMDPORVF
x EF MhFOTFNCMF F FU PO NPOUSF RVF x ∈ E �

"QQMJDBUJPO EF MB N¸UIPEF
Soit n ∈ F , alors, il existe un entier naturel k tel que n = k (k + 1). Pour montrer que n est pair, on va
procéder par disjonction de cas :
• si k est pair, alors n est divisible par k et donc par 2 ;
• si k est impair, k +1 est pair et n est divisible par k +1 et donc par 2.

Dans tous les cas, n est un nombre pair, donc n ∈ E et on a bien F ⊂ E .

.¸UIPEF �� .POUSFS VOF ¸HBMJU¸ FOUSF EFVY FOTFNCMFT�
Montrer que #− =

+
x ∈#, ∀y > 0, x ≤ y

,
.

$POTFJMT N¸UIPEPMPHJRVFT

1PVS NPOUSFS VOF ¸HBMJU¸ FOUSF EFVY FOTFNCMFT
 PO QSPD¹EF H¸O¸SBMFNFOU QBS EPVCMF JODMV�
TJPOT FO NPOUSBOU E ⊂ F QVJT F ⊂ E �

"QQMJDBUJPO EF MB N¸UIPEF
On va montrer les deux inclusions séparément.
• Commençons par : #− ⊂

+
x ∈#, ∀y > 0, x ≤ y

,
.

Soit x ∈#−, alors, pour tout y > 0, on a bien x ≤ y . Ainsi : x ∈
+

x ∈#, ∀y > 0, x ≤ y
,

.
• On va maintenant montrer :

+
x ∈#, ∀y > 0, x ≤ y

,
⊂#−.

Soit x ∈
+

x ∈ #, ∀y > 0, x ≤ y
,

, on suppose que x > 0, alors, en prenant y =
x
2
> 0, on a :

x <
x
2
⇐⇒ x < 0 ce qui est incompatible avec notre hypothèse de départ. On en déduit que x ∈#−.

��
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.¸UIPEF �� $BMDVMFS VOF TPNNF FO GBJTBOU BQQBSB¾USF EFT
TPNNF EF S¸G¸SFODF�

Soit n ∈%, Calculer la somme
n+2∑

k=2

(k −1)(3k +1).

$POTFJMT N¸UIPEPMPHJRVFT

1PVS DBMDVMFS VOF TPNNF ² QBSUJS EFT TPNNFT EF S¸G¸SFODFT �
t PO E¸WFMPQQF MhFYQSFTTJPO EBOT MF TJHOF TPNNF�
t PO VUJMJTF MB MJO¸BSJU¸ EV TJHOF TPNNF QPVS GBJSF BQQBSB¾USF QMVTJFVST TPNNFT �
t PO FGGFDUVF EFT DIBOHFNFOUT EF WBSJBCMFT PV PO BKPVUF EFT UFSNFT QPVS TF SBNFOFS ²
MB CPOOF CPSOF JOG¸SJFVSF 	FO OhPVCMJBOU QBT EF MFT ÃUFS BQS¹T
 �

t PO BQQMJRVF MFT GPSNVMFT EFT TPNNFT EF S¸G¸SFODFT�

"QQMJDBUJPO EF MB N¸UIPEF
Soit n ∈% :

• On développe l’expression dans le signe somme :
n+2∑

k=2

(k −1)(3k +1) =
n+2∑

k=2

(
3k 2 −2k −1

)
.

• On utilise la linéarité du signe somme :

n+2∑

k=2

(k −1)(3k +1) = 3
n+2∑

k=2

k 2 −2
n+2∑

k=2

k −
n+2∑

k=2

1.

• On se ramène à la bonne borne inférieure dans les deux premières sommes :

n+2∑

k=2

(k −1)(3k +1) = 3

;
n+2∑

k=1

k 2 −12

<
−2

;
n+2∑

k=1

k −1

<
−

n+2∑

k=2

1.

• On applique les formules des sommes de références et on simplifie :

n+2∑

k=2

(k −1)(3k +1) = 3
(n +2)(n +3)(2(n +2) +1)

6
−2
(n +2)(n +3)

2
− (n +2−2+1)

=
(n +2)(n +3)(2n +3)

2
− (n +1).

��
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Vrai Faux

B
 Si C ⊂ A ∪B alors C ⊂ A ou C ⊂ B . ! !
C
 Soient A, B , C trois ensembles quelconques, alors :

(A ∩B )∪C = (A ∪C )∩ (B ∪C ).
! !

D
 L’application f : % → %
n :→ 2n +1.

est surjective. ! !

E
 L’application exp : # → #
x :→ ex .

est injective. ! !

F
 Soit f : x :→ x 2 −1, alors f ([−1, 3]) = [−1, 8]. ! !
G
 La relation d’orthogonalité entre deux droites du plan est une relation

d’équivalence.
! !

H
 Soit a ∈# tel que : ∀ε > 0, |a |≤ ε, alors a = 0. ! !
I
 Soient (ak )k∈% et (bk )k∈% deux suites de réelles quelconques. On a :

n∑

k=1

ak bk =

;
n∑

k=1

ak

<;
n∑

k=1

bk

<
.

! !

J
 Il existe une application f : E → E bijective telle que f −1 = f . ! !

&YFSDJDFT EhBQQMJDBUJPO EV DIBQJUSF �

� NJO�
&9&3$*$& �

On pourra utiliser le fait que
#

2 est irrationnel.
1. Montrer que si a et b sont deux entiers relatifs tels que a + b

#
2= 0 alors a = b = 0.

2. En déduire que si m , n , p et q sont des entiers relatifs, alors :

m +n
#

2= p +q
#

2⇐⇒ (m = p et n = q ).

�� NJO�
&9&3$*$& �

Montrer que si l’entier (n 2 −1) n’est pas divisible par 8, alors l’entier n est pair.

� NJO�
&9&3$*$& �

Résoudre x −1≤#x +2.

�� NJO�
&9&3$*$& �

Des raisonnements par récurrence.
1. Démontrer que tout entier n ≥ 1 peut s’écrire comme somme de puissances de 2 toutes distinctes.
2. Démontrer que, pour tout entier n ≥ 3, on peut trouver n entiers strictement positifs x1, . . . , xn ,

deux à deux distincts, tels que :
1
x1
+

1
x2
+ · · ·+ 1

xn
= 1.

��
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4

3. On considère la suite (un )n∈% (suite de Fibonacci) définie par u0 = u1 = 1 et, pour tout n ≥ 0, un+2 =
un +un+1. Montrer que pour tout n ∈%∗, un ≥ n .

� NJO�
&9&3$*$& �

Soit E un ensemble. Montrer que pour toutes parties A et B de E , on a :

1. +A∩B = +A ×+B ; 2. +A = 1−+A ; 3. +A∪B = +A ++B −+A∩B .

� NJO�
&9&3$*$& �

Soient A et B des parties d’un ensemble E . Montrer que :

B ⊂ A⇐⇒∀X ∈! (E ), (A ∩X )∪B = A ∩ (X ∪B ).

�� NJO�
&9&3$*$& �

Soit E un ensemble. On considère la relation) définie sur! (E ) par : A)B ⇐⇒ A = B ou A = B .
Montrer que) est une relation d’équivalence.

� NJO�
&9&3$*$& �

On définit sur $ la relation) définie par : x) y si et seulement si x + y est pair.
Montrer que) est une relation d’équivalence. Quelles sont les classes d’équivalence de cette relation?

�� NJO�
&9&3$*$& �

On définit sur #2 la relation ∠ par :

(x , y )∠(x ′, y ′)⇐⇒
#
x ≤ x ′ ou (x = x ′ et y ≤ y ′)

$
.

Montrer que ∠ est une relation d’ordre sur #2.

�� NJO�
&9&3$*$& ��

Calculer les sommes suivantes.

1.
n∑

k=0

(−2) ;

2.
78∑

k=23

4 ;

3.
n−1∑

k=0

(2k +1) ;

4.
21∑

k=7

2k +3
5

;

5.
n∑

k=0

ek+1 ;

6.
n∑

k=0

23k+2 ;

7.
25∑

k=6

1
2k

;

8.
n∑

k=1

1
32k+1

;

9.
n∑

k=1

(
6k 2 −4k +2

)
.

�� NJO�
&9&3$*$& ��

1. Trouver deux réels a , b et c tels que pour tout k ∈%,

k 2 = a (k +1)3 + b (k +1)2 + c (k +1)−
(
a k 3 + b k 2 + c k

)
.

2. En déduire la valeur de la somme
n∑

k=1

k 2 en faisant apparaître une somme télescopique.

��
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&YFSDJDFT EhBQQSPGPOEJTTFNFOU EV DIBQJUSF �

�� NJO�
&9&3$*$& "

Soient f et g deux bijections de $ dans $. Montrer que l’application h : k :→ f (k )g (k ) n’est pas une bijec-
tion de $ dans $.

� NJO�
&9&3$*$& #

Soit > =
+
(x , y ) ∈#2, x 2 + y 2 ≤ 1

,
. Démontrer que > ne peut pas s’écrire comme le produit cartésien de

deux parties de #.

�� NJO�
&9&3$*$& $

Soit f une application d’un ensemble E dans lui-même. Montrer que f est bijective si, et seulement si
pour toute partie A de E , on a : f (A) = f (A).

�� NJO�
&9&3$*$& %

Soit f une bijection de % dans %.
1. On suppose que pour tout n ∈%, f (n )≤ n , montrer que f = id%.
2. On suppose que pour tout n ∈%, f (n )≥ n , montrer que f = id%.

�� NJO�
&9&3$*$& &

Soit E un ensemble et f : E → E . Montrer que f est injective si, et seulement si, pour toutes parties A et
B de E , on a : f (A ∩B ) = f (A)∩ f (B ).

�� NJO�
&9&3$*$& '

1. Soit E un ensemble. Soit f : E → ! (E ) une application. Montrer que f n’est pas surjective (On
pourra utiliser l’ensemble A =

+
x ∈ E , x /∈ f (x )

,
).

2. En déduire que « l’ensemble de tous les ensembles » n’existe pas.

�� NJO�
&9&3$*$& (

1. Montrer que pour tout n ∈%, pour tout (x1, . . . , x2n ) ∈ (#+)2
n

, on a :
;

2n∏

k=1

xk

<1/2n

≤ 1
2n

2n∑

k=1

xk .

2. Soit n ∈%∗.
(a) Justifier qu’il existe k ∈% tel que 2k ≤ n < 2k+1 (On pourra utiliser la fonction log2 définie sur

#∗+ par : ∀x ∈#∗+, log2(x ) =
ln(x )
ln(2)

.)

(b) Soit (x1, . . . , xn ) ∈ (#+)n . On pose m =
1
n

n∑

k=1

xk .

En considérant (x1, . . . , xn , m , . . . , m ) ∈ (#+)2
k+1

, montrer l’inégalité suivante (inégalité arithmético-
géométrique) : ;

n∏

k=1

xk

<1/n

≤ 1
n

n∑

k=1

xk .

��
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1SPCM¹NF

�� NJO�
1SPCM¹NF *

Un ensemble E est dit dénombrable si et seulement si il existe une bijection entre l’ensemble%des entiers
naturels et E . Cette bijection permet alors « d’énumérer » les éléments de E .

1BSUJF " � %¸OPNCSBCJMJU¸ EhFOTFNCMFT TJNQMFT

Dans cette partie, on se propose d’établir la dénombrabilité de quelques ensembles.
1. Montrer que %∗ est dénombrable.
2. Montrer que l’ensemble des entiers naturels pairs! =

+
2k , k ∈%

,
est dénombrable.

3. On introduit l’application :

ϕ : % → $
n :→

/
n/2 , si n est pair
−(n +1)/2 , si n est impair

(a) Montrer que l’application ϕ est bien définie.
(b) Établir que ϕ est bijective.

4. Dans cette question, on va montrer que%2 est dénombrable. Pour cela on introduit l’application :
ψ : %2 → %∗

(p , q ) :→ 2p (2q +1)
(a) Montrer queψ est bien définie et injective.
(b) Établir queψ est surjective.
(c) En déduire que %2 est dénombrable.

1BSUJF # � -F UI¸PS¹NF EF $BOUPS�#FSOTUFJO

Le but de cette partie est de démontrer le théorème de Cantor-Bernstein :
Soient E et F deux ensembles tels qu’il existe une injection de E dans F et une injection de F dans E ,
alors il existe une bijection de E sur F .

Dans la suite de, on considère deux ensembles E et F et deux applications injectives i : E → F et j : F → E .
On introduit les notations suivantes :

A0 = E \ j (F ), ∀n ∈%, An+1 = j ◦ i (An ).

De plus, on pose :
B =

⋃

i≥0

Ai , C = E \B .

1. Dans cette question, on va construire l’application.
(a) Montrer que pour tout x ∈C , il existe un unique z ∈ F tel que x = j (z ).

On notera cet élémentφ(x ).
(b) Pour x ∈ B , on noteφ(x ) = i (x ). Démontrer que l’on a défini une applicationφ : E → F .

2. On va montrer l’injectivité deφ.
(a) Montrer queφ|B etφ|C sont injectives.
(b) Soient x ∈C et y ∈ B tels queφ(x ) =φ(y ). Montrer que x = ( j ◦ i )(y ).
(c) En déduire queφ est injective.

3. Montrer queφ est surjective. Conclure.

1BSUJF $ � %¸OPNCSBCJMJU¸ EF!
Dans cette partie, on va démontré la dénombrabilité de(.

1. Donner une application injective de % dans(.

��
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2. On appelle représentant irréductible d’un nombre rationnel r l’unique fraction irréductible
p
q

égale à r avec p ∈$ et q ∈%∗.
On considère l’applicationφ : ( → %2

r :→ (p , q )
.

(a) Montrer queφ est injective.
(b) φ est-elle surjective?
(c) Trouver une application injective de( dans %.

3. En déduire que( est dénombrable.

� %h&9&3$*$&4 0''&354 &/ -*(/&

www.lienmini.fr/40872-EXOS
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a) Faux. On peut prendre A =%, B =$∗− et C = {−1, 1}.
b) Vrai. On peut le montrer par double inclusion.
c) Faux. 2 n’admet pas d’antécédent dans % par f .
d) Vrai. C’est une conséquence de la bijectivité de exp :#→#∗+.
e) Vrai. On peut le voir sur la représentation graphique de la fonction.
f) Faux. Elle n’est pas réflexive et n’est pas transitive.
g) Vrai. On le montre en utilisant un raisonnement par l’absurde.

h) Faux. En particulier :
n∑

k=1

k 2 -=
;

n∑

k=1

k

<;
n∑

k=1

k

<

i) Vrai. On peut prendre f = idE par exemple.

$PSSJH¸T EFT FYFSDJDFT EhBQQMJDBUJPO

&9&3$*$& �
1. On va raisonner par l’absurde. On suppose que a + b

#
2= 0 et (a , b ) -= (0,0).

On suppose que b = 0 alors a = 0, ce qui est contraire à l’hypothèse. On peut donc supposer pour la suite

que b -= 0. On peut diviser l’égalité par b , ce qui donne :
#

2=−a
b
∈( ce qui est faux car

#
2 n’est pas un

nombre rationnel. On en déduit que l’hypothèse de départ est fausse et a = b = 0.
2. Soit m , n , p et q des entiers relatifs, alors :

m +n
#

2= p +q
#

2⇐⇒ (m −p ) + (n −q )
#

2= 0.

On peut alors appliquer le résultat de la question précédente pour obtenir : m = p et n = q .

&9&3$*$& �
On va montrer la contraposée de cette proposition : si n est un entier impair, alors n 2−1 est divisible par
8. Remarquons que si n est impair alors il peut s’écrire sous la forme : n = 4k +1 ou n = 4k +3 où k est un
entier naturel. On va donc procéder par disjonction de cas :
• On suppose que n = 4k +1 avec k ∈%. On a : n 2−1= 16k 2+8k = 8(2k 2+k ), avec 2k 2+k ∈%. Dans ce
cas, n 2 −1 est bien divisible par 8.
• On suppose que n = 4k+3 avec k ∈%. On a : n 2−1= 16k 2+24k+8= 8(2k 2+3k+1), avec 2k 2+3k+1 ∈%.
Dans ce cas, n 2 −1 est bien divisible par 8.
On a bien montré que si l’entier (n 2 −1) n’est pas divisible par 8, alors l’entier n est pair.

&9&3$*$& �
Pour commencer, notons que cette inéquation a du sens uniquement si x ≥−2. De plus, si x −1≤ 0, cette
inéquation est forcément vraie. Dorénavant, on suppose que x > 1, par stricte croissance de la fonction
carrée sur #+, on peut écrire :

x −1≤
*

x +2⇐⇒ (x −1)2 ≤ x +2⇐⇒ x 2 −3x −1≤ 0.

��
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On étudie le signe de ce polynôme du second degré en en cherchant les racines, il en a deux réelles qui

sont : x1 =
3−#13

2
et x2 =

3+
#

13
2

. On en déduit que x 2 − 3x − 1 ≤ 0⇐⇒ x ∈ [x1, x2]. Seule x2 est dans

l’intervalle ]1,+∞[, finalement : x −1≤#x +2⇐⇒ x ∈ [−2, x2].

&9&3$*$& �
1. Soit n ∈%∗, montrons par récurrence forte sur n ∈%∗ la propriété!n : « n peut s’écrire comme somme
de puissances de 2 toutes distinctes ».
Initialisation : !1 est vraie car 1= 20.
Hérédité : Soit n ∈%∗. On suppose que!k est vraie pour tout k ∈ &1, n', montrons que!n+1 l’est encore.
Pour cette hérédité, on va procéder par disjonction de cas :
• si n est pair, alors il existe m ∈ &1, n' tel que : n = 2m . D’après l’hypothèse de récurrence, m s’écrit
comme somme de puissances de 2 toutes distinctes :

∃(p1, . . . , pr ) ∈%r , m = 2p1 + · · ·+2pr .

Alors : n = 2p1+1 + · · ·+2pr +1 et n s’écrit comme somme de puissances de 2 toutes distinctes ;
• si n est impair, alors il existe m ∈ &1, n' tel que : n−1= 2m . D’après l’hypothèse de récurrence, m s’écrit
comme somme de puissances de 2 toutes distinctes :

∃(p1, . . . , pr ) ∈%r , m = 2p1 + · · ·+2pr .

Alors : n = 1+2p1+1+ · · ·+2pr +1 = 20+2p1+1+ · · ·+2pr +1 et n s’écrit comme somme de puissances de 2 toutes
distinctes.
Finalement,!n+1 est bien vraie.
D’après le principe de récurrence forte, la propriété est vraie pour tout n ∈%∗.
2. Montrons par récurrence sur n ∈ %, n ≥ 3, la propriété !n : « on peut trouver n entiers strictement

positifs x1, . . . , xn , deux à deux distincts, tels que :
1
x1
+

1
x2
+ · · ·+ 1

xn
= 1. ».

Initialisation : !3 est vraie en prenant x1 = 2, x2 = 3 et x3 = 6.
Hérédité : Soit n ∈%, n ≥ 3. On suppose que!n est vraie, montrons que!n+1 l’est encore. D’après l’hy-
pothèse de récurrence, il existe n entiers strictement positifs x1, . . . , xn , deux à deux distincts, tels que :
1
x1
+

1
x2
+ · · ·+ 1

xn
= 1. On peut supposer, sans perte de généralité que x1 < x2 < · · ·< xn . Forcément x1 ≥ 2

car
1
x2
+ · · ·+ 1

xn
> 0. On a alors :

1=
1
2
+

1
2
×1

=
1
2
+

1
2

9
1
x1
+

1
x2
+ · · ·+ 1

xn

:

=
1
2
+

1
2x1
+

1
2x2
+ · · ·+ 1

2xn

En posant X1 = 2 et pour tout k ∈ &2, n +1', Xk = 2xk−1. On a alors : X1 < 4≤ X2 < · · ·< Xn+1.

Les entiers Xk sont donc distincts et
1

X1
+

1
X2
+ · · ·+ 1

Xn
= 1.!n+1 est bien vraie.

D’après le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout n ∈%, n ≥ 3.
3. Montrons par récurrence double sur n ∈%∗, la propriété!n : « un ≥ n ».
Initialisation : Pour n = 1 et n = 2, la propriété est évidente.
Hérédité : Soit n ∈%∗. On suppose que! (n ) et!n+1 sont vraies, montrons que!n+2 l’est encore. On a :
un+2 = un+1 +un et un+1 ≥ n +1, un ≥ n . Ainsi :

un+2 ≥ n +1+n ≥ n +1+1= n +2.

!n+2 est bien vraie.
D’après le principe de récurrence double, la propriété est vraie pour tout n ∈%∗.
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&9&3$*$& �
1. Si x ∈ A∩B , alors x ∈ A et x ∈ B , soit +A (x ) = 1 et +B (x ) = 1. Dans ce cas, on a bien, pour tout x ∈ A∩B :
+A∩B (x ) = +A (x )×+B (x ).
Si maintenant x /∈ A ∩ B , alors ou bien x /∈ A et +A (x ) = 0, ou bien x /∈ B et +B (x ) = 0. Dans tous les cas,
+A (x )×+B (x ) = 0. Finalement, pour tout x ∈ A ∩B : +A∩B (x ) = +A (x )×+B (x ).
2. Soit x ∈ A, alors x /∈ A et +A (x ) = 0. On a bien, pour tout x ∈ A : +A (x ) = 1−+A (x ). De la même façon, si
x /∈ A, alors x ∈ A et +A (x ) = 1. On a encore, pour tout x ∈ A : +A (x ) = 1−+A (x ).
3. Soit x /∈ A ∪B , alors x n’appartient ni à A, ni à B , ainsi : +A (x ) = +B (x ) = +A∩B (x ) = 0 et on a bien, pour
tout x ∈ A ∪B : +A∪B (x ) = +A (x ) ++B (x )−+A∩B (x ).
Soit x ∈ A ∪B , alors trois cas sont à considérer :
• si x ∈ A, mais x /∈ B , alors x /∈ A ∩B et l’égalité est bien vérifiée ;
• si x /∈ A, mais x ∈ B , alors x /∈ A ∩B et l’égalité est bien vérifiée ;
• si x ∈ A, mais x ∈ B , alors x ∈ A ∩B et l’égalité est bien vérifiée.
Finalement, pour tout x ∈ A ∪B : +A∪B (x ) = +A (x ) ++B (x )−+A∩B (x ).

&9&3$*$& �
(⇒)On suppose que B ⊂ A. Soit X ∈! (E ), alors : A∩X ⊂ A et B ⊂ A, donc (A∩X )∪B ⊂ A. Notons également
que : A ∩X ⊂ X , ainsi (A ∩X )∪B ⊂ X ∪B . Finalement, on a montré que : (A ∩X )∪B ⊂ A ∩ (X ∪B ).
D’autre part, si x ∈ A ∩ (X ∪ B ), deux cas sont à considérer : soit x ∈ B , soit x ∈ X et alors x ∈ A ∩ X .
Finalement, x ∈ (A ∩X )∪B . On a donc montré que : A ∩ (X ∪B )⊂ (A ∩X )∪B .
Pour conclure, on a montré que : ∀X ∈! (E ), (A ∩X )∪B = A ∩ (X ∪B ).
(⇐) On suppose que pour tout X ∈ ! (E ), (A ∩ X )∪ B = A ∩ (X ∪ B ). En particulier, en prenant X = ∅, on
a : B = A ∩B , donc B ⊂ A.

&9&3$*$& �
On va vérifier chaque point un par un :
• ) est réflexive, il est clair que, pour tout A ∈! (E ), A)A.
• Soit (A, B ) ∈! (E )2. On a : A)B =⇒

(
A = B ou A = B

)
=⇒

(
B = A ou B = A

)
=⇒ B)A.

) est symétrique.
• Soit (A, B , C ) ∈ ! (E )3 tel que A)B et B)C . Alors A = B ou A = B et B = C ou B = C . Comme pour

tout D ∈! (E ) : D =D , on a forcément A =C ou A =C , donc A)C . La relation) est transitive.
Finalement,) est bien une relation d’équivalence.

&9&3$*$& �
On va vérifier chaque point un par un :
• ) est réflexive, il est clair que pour tout x ∈$, x + x = 2x est pair, donc x)x .
• Soit (x , y ) ∈$2. On a : x) y =⇒

(
x + y est pair

)
=⇒

(
y + x est pair

)
=⇒ y)x .

) est symétrique.
• Soit (x , y , z ) ∈ $3 tel que x) y et x) y . Alors x + y est pair et y + z est pair. Ainsi, il existe (k ,$) ∈ $ tel
que : x + y = 2k et z + y = 2$. Ainsi : x + z = 2k +2$−2y , on en déduit que x + z est pair et donc x)z . La
relation) est transitive.
Finalement,) est bien une relation d’équivalence.

On remarque que tous les éléments qui sont en relation avec 0 sont les entiers pairs, tandis que tous les
entiers en relation avec 1 sont les entiers impairs. Or, l’ensemble des entiers pairs et des entiers impairs
forme une partition de $, on en déduit qu’il y a deux classes d’équivalence de cette relation qui sont :
l’ensemble des nombres pairs et l’ensemble des nombres impairs.

��
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&9&3$*$& �
On va vérifier chaque point un par un :
• ∠ est réflexive, car x = x et y ≤ y , donc (x , y )∠(x , y ).
• Soient (x , y ) ∈ #2 et (x ′, y ′) ∈ #2 tels que (x , y )∠(x ′, y ′) et (x ′, y ′)∠(x , y ). Alors x = x ′ (on ne peut pas
avoir x < x ′ et x > x ′), y ≤ y ′ et y ′ ≤ y . Par conséquent, x = x ′ et y = y ′. ∠ est antisymétrique.
• Soient (x1, y1) ∈#2, (x2, y2) ∈#2 et (x3, y3) ∈#2 tels que (x1, y1)∠(x2, y2) et (x2, y2)∠(x3, y3). Alors quatre cas
sont possibles :
– soit x1 = x2 et x2 = x3, ainsi x1 = x3. De plus, y1 ≤ y2 et y2 ≤ y3, ainsi : y1 ≤ y3. Par conséquent,
(x1, y1)∠(x3, y3).
– soit x1 = x2 et x2 < x3, dans ce cas x1 < x3 et (x1, y1)∠(x3, y3).
– soit x1 < x2 et x2 = x3, dans ce cas x1 < x3 et (x1, y1)∠(x3, y3).
– soit x1 < x2 et x2 < x3, dans ce cas x1 < x3 et (x1, y1)∠(x3, y3).
La relation ∠ est transitive.
Finalement, ∠ est bien une relation d’ordre sur #2.

3FNBSRVF
La relation∠ s’appelle l’ordre lexicographique et peut-être défini sur tout produit cartésien de deux ensembles
E1 et E2 ordonnés.

&9&3$*$& ��

1. On a :
n∑

k=0

(−2) =−2× (n +1) (attention, il y a n +1 termes dans la somme).

2. On a :
78∑

k=23

4= 4× (78−23+1) = 224.

3. On a :
n−1∑

k=0

(2k +1) = 2
n−1∑

k=0

k +
n−1∑

k=0

1 (par linéarité)

= 2× (n −1)n
2

+n (sommes usuelles)

= (n −1)n +n

= n 2.

4. On a :

21∑

k=7

2k +3
5

=
1
5

21∑

k=7

k +
3
5

21∑

k=7

1 linéarité

=
1
5

;
21∑

k=1

k −
6∑

k=1

k

<
+

3
5

21∑

k=7

1 (on se ramène à des sommes usuelles)

=
1
5

9
21×22

2
− 6×7

2

:
+

3
5
× (21−7+1) (sommes usuelles)

= 51.

5. On reconnaît la somme des termes d’une suite géométrique :

n∑

k=0

ek+1 = e
n∑

k=0

ek

= e× 1−en+1

1−e
.
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6. C’est encore la somme des termes d’une suite géométrique :

n∑

k=0

23k+2 = 22
n∑

k=0

(
23
)k

= 4×
1−

(
23
)n+1

1−23

=
4
7

(
23n+3 −1

)
.

7. C’est encore la somme des termes d’une suite géométrique. On a :

25∑

k=6

1
2k

=
25∑

k=0

9
1
2

:k

−
5∑

k=0

9
1
2

:k

=
1− (1/2)26

1−1/2
− 1− (1/2)6

1−1/2

=
1

32

@
1−

9
1
2

:20
A

.

8. On a :

n∑

k=1

1
32k+1

=
1
3

n∑

k=1

9
1
32

:k

=
1
3

B
n∑

k=0

9
1
32

:k

− 1︸︷︷︸
terme d’indice 0

C

=
1
3

@
1− (1/9)n+1

1−1/9
−1

A

=
8
3

9
1−

9
1
9

:n:
.

9. On a :

n∑

k=1

(
6k 2 −4k +2

)
= 6

n∑

k=1

k 2 −4
n∑

k=1

k +2
n∑

k=1

1 (par linéarité)

= 6× n (n +1) (2n +1)
6

−4× n (n +1)
2

+2×n (sommes usuelles)

= n (n +1) (2n +1)−2n (n +1) +2n

= n ((n +1) (2n +1)−2 (n +1) +2) (factorisation par n )
= n

(
2n 2 +n +1

)
.

&9&3$*$& ��
1. Pour tout k ∈%, on a :

a (k +1)3 + b (k +1)2 + c (k +1)−
(
a k 3 + b k 2 + c k

)
= 3a k 2 + (3a +2b )k + (a + b + c ) .

��
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Ainsi, pour que k 2 = a (k +1)3 + b (k +1)2 + c (k +1) −
(
a k 3 + b k 2 + c k

)
pour tout k ∈ %, il suffit que




3a = 1
3a +2b = 0
a + b + c = 0

, soit a =
1
3

, b =−1
2

et c =
1
6

.

2. On pose P (k ) =
1
3

k 3 − 1
2

k 2 +
1
6

k de sorte que k 2 = P (k +1)−P (k ) pour tout k ∈%. On a :

n∑

k=1

k 2 =
n∑

k=1

(P (k +1)−P (k ))

= P (n +1)−P (1) (somme télescopique)

=
1
3
(n +1)3 − 1

2
(n +1)2 +

1
6
(n +1)−0

=
n (n +1) (2n +1)

6
.

$PSSJH¸T EFT FYFSDJDFT EhBQQSPGPOEJTTFNFOU

&9&3$*$& "
On raisonne par l’absurde, on suppose que l’application h : k :→ f (k )g (k ) réalise une bijection de $ dans
$. Par surjectivité de h , il existe n ∈$ et m ∈$ tels que h (n ) = 1 et h (m ) =−1. On en déduit que :

f (n )g (n ) = 1 et f (m )g (m ) =−1.

Les applications f et g sont à valeurs entières, ainsi :
f (n ) = g (n ) ∈

+
±1

,
et f (m ) =−g (m ) ∈

+
±1

,
.

f est une application injective, on en déduit que f (n ) =− f (m ), par conséquent g (n ) = g (m ) ce qui contre-
dit l’injectivité de g .
En conclusion, h n’est pas une bijection de $ dans $.

&9&3$*$& #
On suppose qu’il existe deux sous-ensembles de#, notés A et B , tels que> = A×B . Comme (1,0) ∈>, on
en déduit que 1 ∈ A, de même 1 ∈ B car (0, 1) ∈>. Par conséquent, (1, 1) ∈ A×B => ce qui est faux. Donc
> ne peut pas s’écrire comme le produit cartésien de deux parties de #.

&9&3$*$& $
(⇒)On suppose que f est bijective. Soit A ∈! (E ), on va montrer par double inclusion que f (A) = f (A).
Soient x ∈ A. On ne peut pas avoir f (x ) ∈ f (A), car sinon par il existerait u ∈ A tel que f (x ) = f (u ), puis
par injectivité, x = u ∈ A, ce qui est exclu, donc f (x ) ∈ f (A).
De la même façon, si y ∈ f (A) alors f −1(y ) ∈ A, donc f (A)⊂ f (A).

(⇐) On suppose que pour tout A ∈! (E ) : f (A) = f (A). Commençons par vérifier que f est injective. Soit
(x , y ) ∈ E 2 tel que x -= y . On prend A = {x } de sorte que y ∈ A. Ainsi :

f (y ) ∈ f (A) = f (A) =
+

f (x )
,

.

Autrement dit, f (x ) -= f (y ), ce qui prouve l’injectivité de f .
D’autre part, f (E ) = f (E ) = f (∅) =∅, soit f (E ) = E ce qui prouve la surjectivité de f .
En conclusion, f est bijective.
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&9&3$*$& %
1. Montrons par récurrence forte sur n ∈%, la propriété!n : « f (n ) = n ».
Initialisation : !0 est vraie car f (0)≤ 0 et f (0) ∈%, d’où f (0) = 0.
Hérédité : Soit n ∈%. On suppose que pour tout k ∈ &0, n',!k est vraie, montrons que!n+1 l’est encore.
Par hypothèse, f (n+1)≤ n+1 mais f (n+1)ne peut pas être égal à 0, 1, . . . , n (ces valeurs sont déjà « prises »,
cela contredirait l’injectivité de f ). La seule valeur disponible est n + 1, on a donc f (n + 1) = n + 1.!n+1

est bien vraie.
D’après le principe de récurrence forte, la propriété est vraie pour tout n ∈%.
2. Montrons par récurrence forte sur n ∈%, la propriété!n : « f (n ) = n ».
Initialisation : Soit x0 ∈% l’antécédent de 0 par f , alors : 0= f (x0)≥ x0 , ce qui impose que x0 = 0. Donc
!0 est vraie.
Hérédité : Soit n ∈%. On suppose que pour tout k ∈ &0, n',!k est vraie, montrons que!n+1 l’est encore.
Soit kn+1 l’antécédent de n + 1 par f (il existe car f est bijective), par hypothèse, kn+1 ∈ &0, n + 1'. Or
f (kn+1) /∈

+
f (0), f (1), . . . , f (n )

,
, on en déduit que kn+1 /∈ &0, n', soit kn+1 = n +1.!n+1 est bien vraie.

D’après le principe de récurrence forte, la propriété est vraie pour tout n ∈%.

&9&3$*$& &
(⇒) On suppose que f est injective. Soit (A, B ) ∈ ! (E ). Procédons par double inclusion pour montrer
f (A ∩B ) = f (A)∩ f (B ).
• Soit y ∈ f (A∩B ), alors il existe x ∈ A∩B tel que y = f (x ). Par conséquent, x ∈ A donc y ∈ f (A) et x ∈ B
donc y ∈ f (B ). On en déduit que y ∈ f (A)∩ f (B ).
• Soit y ∈ f (A) ∩ f (B ), donc il existe x1 ∈ A tel que y = f (x1) et il existe x2 ∈ B tel que y = f (x2). Par
injectivité de f , on a forcément x1 = x2, on notera cet antécédent x . On en déduit que x ∈ A ∩ B , donc
y ∈ f (A ∩B ).
(⇐)On suppose que pour toutes parties A et B de E , on a : f (A ∩B ) = f (A)∩ f (B ).
Soit (x1, x2) ∈ E 2 tel que f (x1) = f (x2) = y . On prend alors A = {x1} et B = {x2}. on a donc f (A) = f (B ) = {y }
et par conséquent : f (A ∩B ) = {y }. Cette égalité assure que l’image de A ∩B par f est non vide et donc :
A∩B -=∅. Finalement, comme A et B ne contienne qu’un seul élément, cela signifie que : x1 = x2. Ce qui
prouve que f est injective.

&9&3$*$& '
1. Si A admet un antécédent par f , disons x0, alors on a x0 ∈ A⇔ x0 /∈ A. On en déduit que A n’admet
pas d’antécédent par f , donc f n’est pas surjective.
2. Si un tel ensemble E existait, alors on aurait E =! (E ), ce qui impossible d’après la question 1 car il
n’existe pas de surjection entre E et! (E ).

&9&3$*$& (
1. Soit

(
x , y

)
∈ (#+)2. On remarque que

(#
x −#y

)2
= x −2

#
x y + y ≥ 0. Il s’ensuit que

*
x y ≤ 1

2

(
x + y

)
. (1.1)

��
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Soit, pour n ∈%, la proposition

!n : «∀ (x1, . . . , x2n ) ∈ (#+)2
n

,

;
2n∏

k=1

xk

<1/2n

≤ 1
2n

2n∑

k=1

xk ».

Initialisation : La proposition!0 est vraie et la proposition!1 d’après la ligne (1.1).
Hérédité : Supposons!n vraie pour un entier naturel n , montrons que!n+1 est vraie.
Soit (x1, . . . , x2n+1 ) ∈ (#+)2

n+1
. On remarque que

B
2n+1∏

k=1

xk

C1/2n+1

=



;

2n∏

k=1

xk

<1/2n B
2n+1∏

k=2n+1

xk

C1/2n


1/2

.

En utilisant la ligne (1.1), on a
B

2n+1∏

k=1

xk

C1/2n+1

≤ 1
2



;

2n∏

k=1

xk

<1/2n

+

B
2n+1∏

k=2n+1

xk

C1/2n
 .

En utilisant deux fois l’hypothèse de récurrence, il vient que :
B

2n+1∏

k=1

xk

C1/2n+1

≤ 1
2

B
1

2n

2n∑

k=1

xk +
1

2n

2n+1∑

k=2n+1

xk

C

≤ 1
2n+1

2n+1∑

k=1

xk .

La proposition!n+1 est vraie, ce qui termine la récurrence.
2. (a) Soit n ∈%, n ≥ 2. Soit k ∈%. Par stricte croissance de log2 sur #∗+, on a :

2k ≤ n < 2k+1 ⇐⇒ k ≤ log2 (n )< k +1 ⇐⇒ k = 5log2 (n )6.
On note que k ≥ 0.
L’entier naturel k = 5log2 (n )6 convient et c’est le seul.
(b) Si x1 = · · · = xn = 0, l’inégalité est claire. On suppose que maintenant que (x1, . . . , xn ) -= (0, . . . , 0), en
particulier, m > 0.
Remarquons que l’uplet (x1, . . . , xn , m , . . . , m ) contient 2k+1 −n fois le nombre m .
D’après la question 1, on a :

H
x1 × · · ·× xn ×m 2k+1−n

I1/2k+1

≤ 1
2k+1

(
x1 + · · ·+ xn +

(
2k+1 −n

)
m
)

.

Comme x1 + · · ·+ xn = nm , il s’ensuit que

(x1 × · · ·× xn )
1/2k+1

m (2
k+1−n)/2k+1 ≤ 2k+1m

2k+1
=m .

Après simplification par m (2k+1−n)/2k+1
> 0 et en élevant à la puissance

2k+1

n
(le sens de l’inégalité ne chan-

gera pas car la fonction x :→ x 2k+1/n est croissante sur #+) il s’ensuit que
;

n∏

k=1

xk

<1/n

≤ 1
n

n∑

k=1

xk .
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$IBQJUSF �� 3BQQFM EFT PVUJMT EF CBTF

$PSSJH¸ EV QSPCM¹NF

130#-ê.& *

1BSUJF " � %¸OPNCSBCJMJU¸ EhFOTFNCMFT TJNQMFT

1. On considère les applications f1 : %∗ → %
n :→ n −1

et g1 : % → %∗
n :→ n +1

, de sorte que : f1 ◦ g1 = id%

et g1 ◦ f1 = id%∗ . Ces relations prouvent que f1 est bijective.
%∗ est donc dénombrable.
2. On considère l’application f2 : ! → %

p :→ p
2

, cette application est bien définie car les éléments de!

sont des entiers pairs, donc : ∀p ∈! ,
p
2
∈%.

On introduit l’application g2 : % → !
n :→ 2n

, de sorte que : f2 ◦ g2 = id% et g2 ◦ f2 = id! . Ces relations

prouvent que f2 est bijective et que! est dénombrable.
3. (a) Lorsque n est pair, n/2 est bien un entier naturel, de même, si n est impair, alors n + 1 est pair et
−(n+1)/2 est un entier négatif. L’ensemble des nombres pairs et l’ensemble des nombres impairs forment
une partition de%, on vient donc de montrer que pour tout n ∈%, n admet une image par ϕ et ϕ(n ) ∈$.
Finalement, ϕ est bien définie.
(b) On pose h : $ → %

k :→
/

2k , si k ∈%
−(2k +1) , si k < 0

.

On peut vérifier queϕ ◦h = id$ et h ◦ϕ = id%, ce qui prouve queϕ est bijective. $ est donc dénombrable.
4. (a) Soit (p , q ) ∈%2, alors 2p ∈%∗ et 2q + 1 ∈%∗ doncψ(p , q ) ∈%∗, l’application est bien définie. Mon-
trons que cette application est injective. Soient (p , q ) ∈%2 et (p ′, q ′) ∈%2 tels que :ψ(p , q ) =ψ(p ′, q ′). On
a donc :

2p (2q +1) = 2p ′ (2q ′ +1)⇐⇒ 2p−p ′ (2q +1) = (2q ′ +1)

Comme 2q ′ + 1 est un entier impair, on a forcément 2p−p ′ = 1 et donc p = p ′. Par conséquent q = q ′, ce
qui prouve l’injectivité deψ.
(b) Soit n ∈%∗, montrons par récurrence forte sur n ∈%∗ la propriété! (n ) : « il existe (p , q ) ∈%2 tel que
n = 2p (2q +1) ».
Initialisation : ! (1) est vraie en prenant p = 0 et q = 0.
Hérédité : Soit n ∈ %∗. On suppose que ! (k ) est vraie pour tout k ∈ &1, n', montrons que ! (n + 1) l’est
encore. Pour cette hérédité, on va procéder par disjonction de cas :
• si n +1 est impair, alors il existe q ∈% tel que : n +1= 2q +1. En prenant p = 0, on a n +1= 20(2q +1) ;
• si n + 1 est pair, alors il existe k ∈ &1, n' tel que : n = 2k . D’après l’hypothèse de récurrence, il existe
($, m ) ∈%2 tel que k = 2$(2m +1), on a alors : n +1= 2$+1(2m +1).
Finalement, dans les deux cas, on a montré que! (n +1) est vraie.
D’après le principe de récurrence forte, la propriété est vraie pour tout n ∈%∗. On vient de montrer que :

∀n ∈%∗, ∃(p , q ) ∈%2, n =ψ(p , q ).

Autrement dit,ψ est une application surjective.
(c) On a montré queψ est bijective. On prend alors f = f1 ◦ψ :%→%2. C’est la composée de deux appli-
cations bijectives, donc f est elle-même une application bijective, ce qui prouve que%2 est dénombrable.
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1BSUJF # � -F UI¸PS¹NF EF $BOUPS�#FSOTUFJO

1. (a) Unicité : soient z et z ′ deux éléments de F tels que x = j (z ) et x = j (z ′). Par hypothèse, j est
injective, donc z = z ′ ce qui prouve l’unicité.
On va maintenant montrer que l’équation j (z ) = x a une solution, ce qui signifie que x ∈ j (F ). On doit
donc montrer que C ⊂ j (F ). Pour cela, on remarque que A0 ⊂ B , et donc E \B ⊂ E \A0, ce qui implique
que : C = E \B ⊂ E \A0 = j (F ).
(b) B et C sont disjoints et leur réunion est E (ils forment une partition de E ), On a bien défini une
application sur tous les éléments de E . De plus, dans les deux cas, l’image est bien dans F . Donc φ est
une application de E dans F .
2. (a) On va traiter les deux applications à part :
• Injectivité deφ|B .
Soit (x , y ) ∈ B 2 tel queφ(x ) =φ(y ). Par construction deφ, on a : i (x ) = i (y ). Par hypothèse, i est injective,
donc x = y , ce qui prouve queφ|B est injective.
• Injectivité deφ|C .
Soit (x , y ) ∈ C 2 tel que φ(x ) = φ(y ), en composant par j à gauche et à droite : j (φ(x )) = j (φ(y )). Par
construction deφ, on a : j (φ(x )) = x et j (φ(y )) = y , ce qui prouve que x = y .
(b) Soient x ∈C et y ∈ B tels queφ(x ) =φ(y ). En composant par j , on a : j (φ(x )) = j (φ(y )), par définition
de j , on a : x = ( j ◦ i )(y ).
(c) Soit (x , y ) ∈ E 2 tel que φ(x ) = φ(y ). On a déjà vu que si x et y sont tous les deux éléments de B ou
tous les deux éléments de C , alors x = y . Il ne nous reste plus qu’à étudier que le cas où x ∈ C et y ∈ B
(qui est identique au cas où x ∈ B et y ∈C ).
Par définition de l’ensemble B , comme y ∈ B , il existe un entier n tel que y ∈ An . En composant l’égalité
par j on a encore : x = j ◦ i (y ), ce qui signifie que x ∈ An+1 et donc x ∈ B . c’est impossible car x ∈ C et
B ∩C =∅. On en déduit queφ(x ) -=φ(y ).
Finalement, l’applicationφ est injective.
3. Soit z ∈ F , on va chercher un antécédent parφ de z dans E . Notons que j (z ) ∈ E , comme {B , C } forme
une partition de E , on va procéder par disjonction de cas :
• Si j (z ) ∈C , on pose x = j (z ), alors : j (φ(x )) = x = j (z ). Par injectivité de j , on en déduit que z =φ(x ).
• Si j (z ) ∈ B , alors il existe un entier n ∈% tel que : j (z ) ∈ An .
Par définition j (z ) ∈ j (F ), on est donc certain que j (z ) /∈ A0 = E \ j (F ). Par conséquent n ≥ 1 et il existe
x ∈ An−1 tel que j (z ) = j (i (x )). Mais An−1 ⊂ B , donc x ∈ B et i (x ) =φ(x ). On en déduit que j (z ) = j (φ(x )),
de nouveau, l’injectivité de j assure que z =φ(x ).
Dans les deux cas, on a montré que z admet un antécédent dans E parφ, doncφ est surjective.
Pour conclure, on a montré queφ est bijective, on a bien montré l’existence d’une bijection entre E et F .

1BSUJF $ � %¸OPNCSBCJMJU¸ EF!
1. On considère l’application i : % → (

n :→ n
1

. Il est clair que i existe et est injective.

2. (a) Soit (r, r ′) ∈ (2 tel que φ(r ) = φ(r ′). Alors, en notant (p , q ) le représentant irréductible de r et
(p ′, q ′) ce lui de r ′, on a : (p , q ) = (p ′, q ′).
Ainsi : p = p ′ et q = q ′ ce qui implique que r = r ′ et prouve queφ est injective.

(b) L’application φ n’est pas surjective, en effet le couple (2,4) n’admet pas d’antécédent, la fraction
2
4

en résultant n’étant pas irréductible.
(c) On considère l’application j = ψ ◦φ où ψ est l’application définie dans la question 4 de la partie
A. j est une application de ( dans % et est la composée de deux applications injectives, elle est donc
elle-même injective.
3. On a exhibé une application i : % → ( injective et une application j : ( → % injective, d’après le
théorème de Cantor-Bernstein démontré dans la partie précédente, on en déduit qu’il existe une bijection
entre( et %, ce qui prouve que( est dénombrable.
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$0634
Dans ce chapitre, nous allons rappeler certaines notions sur les fonctions de la variable réelle qui seront
largement réutilisées dans la suite de ce livre.
Enfin, nous présenterons plusieurs familles de fonctions, ce sera l’occasion de revenir sur la trigonomé-
trie.

� 3BQQFMT TVS MFT GPODUJPOT EF MB WBSJBCMF S¸FMMF

���� (¸O¸SBMJU¸T

%¸GJOJUJPO ���� &OTFNCMF EF E¸GJOJUJPO

4PJU f VOF GPODUJPO ² WBMFVST S¸FMMFT� -hFOTFNCMF EF E¸GJOJUJPO EF MB GPODUJPO f FTU MhFOTFNCMF
EFT S¸FMT x QPVS MFTRVFMT f (x ) FYJTUF�

Pour mieux comprendre certaines notions abstraites, il peut être intéressant de représenter le graphe
d’une fonction.

%¸GJOJUJPO ���� 3FQS¸TFOUBUJPO HSBQIJRVF

4PJFOU I VO TPVT�FOTFNCMF EF # FU VOF GPODUJPO f : I →#� -B SFQS¸TFOUBUJPO HSBQIJRVF EF MB
GPODUJPO f FTU MhFOTFNCMF EFT QPJOUT EV QMBO E¸GJOJ QBS

+
M (x , f (x )), x ∈ I

,
�

%¸GJOJUJPO ���� 1BSJU¸

4PJU f VOF GPODUJPO FU > f TPO EPNBJOF EF E¸GJOJUJPO�

t 0O EJU RVF f FTU QBJSF TJ �
– > f FTU TZN¸USJRVF QBS SBQQPSU ² 0 �

∀x ∈> f , −x ∈> f .

– ∀x ∈> f 
 f (−x ) = f (x )�

y

0 x
-B DPVSCF SFQS¸TFOUBUJWF EhVOF GPODUJPO QBJSF FTU TZN¸USJRVF QBS SBQQPSU ² MhBYF EFT
PSEPOO¸FT�

t 0O EJU RVF f FTU JNQBJSF TJ �
– > f FTU TZN¸USJRVF QBS SBQQPSU ² 0 �

∀x ∈> f , −x ∈> f .

– ∀x ∈> f 
 f (−x ) =− f (x )�

y

0
x

-B DPVSCF SFQS¸TFOUBUJWF EhVOF GPODUJPO JNQBJSF FTU TZN¸USJRVF QBS SBQQPSU ² MhPSJHJOF
EV SFQ¹SF�
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3FNBSRVF
Une fonction peut être ni paire, ni impaire, c’est le cas par exemple de x :→ ex .

&YFNQMF
Étudions la parité de la fonction f : x :→ ln(

#
1+ x 2 − x ) définie sur #. Le domaine de définition

de f est symétrique par rapport à 0. De plus, pour tout x ∈# :

f (−x ) = ln(
*

1+ x 2 + x ) = ln

@
(
*

1+ x 2 + x )
#

1+ x 2 − x#
1+ x 2 − x

A
= ln

9
1#

1+ x 2 − x

:
=− f (x ).

On en déduit que la fonction f est impaire.

%¸GJOJUJPO ���� 1¸SJPEJDJU¸

4PJU f VOF GPODUJPO FUT VO OPNCSF S¸FM TUSJDUFNFOU QPTJ�
UJG� 0O EJU RVF f FTU T �Q¸SJPEJRVF TJ �

t ∀x ∈> f 
 x +T ∈> f �
t ∀x ∈> f 
 f (x +T ) = f (x )�

y

0
x

T

-B DPVSCF SFQS¸TFOUBUJWF EhVOF GPODUJPO T �Q¸SJPEJRVF FTU JOWBSJBOUF QBS USBOTMBUJPO EF WFDUFVS
T )ı �

3FNBSRVF
On peut montrer, par récurrence sur n ∈%∗, qu’une fonction T -périodique f est aussi nT -périodique.

&YFNQMF
Vérifions que la fonction f : x :→ x − 5x 6 est 1-périodique.
Notons dans un premier temps que f est définie sur #, ainsi : ∀x ∈ > f , x + 1 ∈ > f . De plus :
∀x ∈#, f (x +1) = x +1− 5x +16= x +1− 5x 6 −1= f (x ).

Sur les figures ci-dessous, on a représenté ? f , la courbe d’une fonction (en noir), et la représentation
graphique de fonctions obtenues par les transformations indiquées (en gris).

y

0 x

La courbe représentative de la
fonction x :→ f (x + a ) se déduit
de ? f par translation de vecteur
horizontal (a , 0).

y

0 x

La courbe représentative de la
fonction x :→ f (x ) + a se déduit
de ? f par translation de vecteur
vertical (0, a ).

y

0 x

a
2

La courbe représentative de la
fonction x :→ f (a − x ) se déduit de
? f par symétrie d’axe d’équation

x =
a
2

.

��
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y

0 x

La courbe représentative de la
fonction x :→ f (−x ) se déduit de
? f par symétrie par rapport à l’axe
des ordonnées.

y

0 x

La courbe représentative de la
fonction x :→ f (a x ) se déduit de
? f en la dilatant la courbe selon
l’axe des abscisses.

y

0 x

La courbe représentative de la
fonction x :→ a f (x ) se déduit de
? f en la dilatant la courbe selon
l’axe des ordonnées.

������ 0Q¸SBUJPOT TVS MFT GPODUJPOT

%¸GJOJUJPO ����

4PJU I VO JOUFSWBMMF EF #� 0O DPOTJE¹SF f FU g EFVY GPODUJPOT E¸GJOJFT TVS I FU λ ∈#�
t "EEJUJPO � PO E¸GJOJU f + g : x :→ f (x ) + g (x )�
t .VMUJQMJDBUJPO � PO E¸GJOJU f × g : x :→ f (x )× g (x )�
t .VMUJQMJDBUJPO QBS VO S¸FM � PO E¸GJOJU λ f : x :→λ f (x )�

t %JWJTJPO � TJ g (x ) -= 0 QPVS UPVU x ∈ I 
 PO E¸GJOJU
f
g

: x :→ f (x )
g (x )

�

Nous avions défini la composée de deux applications dans le premier chapitre de ce livre, nous rappelons
cette définition pour les fonctions de la variable réelle.

%¸GJOJUJPO ���� $PNQPTJUJPO EF EFVY GPODUJPOT

4PJFOU f : I →# FU g : J →# EFVY GPODUJPOT�
-PSTRVF f (I )⊂ J 
 PO QFVU E¸GJOJS MhBQQMJDBUJPO g ◦ f : I → #

x :→ g
(
f (x )

)

������ 7BSJBUJPOT FODBESFNFOU FU FYUSFNVN E�VOF GPODUJPO

%¸GJOJUJPO ����

4PJU f VOF GPODUJPO E¸GJOJF TVS VO JOUFSWBMMF I EF # FU ² WBMFVST S¸FMMFT�
t 0O EJU RVF f FTU DSPJTTBOUF TVS I TJ �

∀(x , y ) ∈ I 2, x ≤ y =⇒ f (x )≤ f (y ).

4J MFT JO¸HBMJU¸T TPOU BV TFOT TUSJDUFT
 PO EJSB RVF f FTU TUSJDUFNFOU DSPJTTBOUF TVS I �
t 0O EJU RVF f FTU E¸DSPJTTBOUF TVS I TJ �

∀(x , y ) ∈ I 2, x ≤ y =⇒ f (x )≥ f (y ).

4J MFT JO¸HBMJU¸T TPOU BV TFOT TUSJDUFT
 PO EJSB RVF f FTU TUSJDUFNFOU E¸DSPJTTBOUF TVS I �
0O EJU RVF f FTU NPOPUPOF TVS I TJ f FTU DSPJTTBOUF PV E¸DSPJTTBOUF TVS I �

��
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La définition précédente ne fait référence qu’à des implications, les réciproques ne sont pas forcément
vraies. Voici ce qu’il faut retenir :
• Lorsque f est strictement croissante sur I , on a l’équivalence :

∀(x , y ) ∈ I 2, x ≤ y ⇐⇒ f (x )≤ f (y ).

Ce n’est pas vrai si f est simplement croissante sur I , on peut le vérifier avec une fonction constante
par exemple.
• Lorsque f est strictement décroissante sur I , on a également :

∀(x , y ) ∈ I 2, x ≤ y ⇐⇒ f (x )≥ f (y ).

• Lorsque f est croissante (ou strictement croissante) sur I , on a :

∀(x , y ) ∈ I 2, x < y ⇐⇒ f (x )< f (y ).

• Lorsque f est décroissante (ou strictement décroissante) sur I , on a :

∀(x , y ) ∈ I 2, x < y ⇐⇒ f (x )> f (y ).

Ces résultats s’avèrent très utiles pour simplifier certaines inégalités.

%¸GJOJUJPO ����

4PJU f VOF GPODUJPO E¸GJOJF TVS VO TPVT�FOTFNCMF A EF #�
t 0O EJU RVF f FTU NBKPS¸F TVS A TJ �

∃M ∈#, ∀x ∈ A, f (x )≤M .

0O EJU BMPST RVF M FTU VO NBKPSBOU EF f TVS A�
t 0O EJU RVF f FTU NJOPS¸F TVS A TJ �

∃m ∈#, ∀x ∈ A, f (x )≥m .

0O EJU BMPST RVF m FTU VO NJOPSBOU EF f TVS A�
t 0O EJU RVF f FTU CPSO¸F TVS A TJ �

∃(m , M ) ∈#2, ∀x ∈ A, m ≤ f (x )≤M .

1SPQPTJUJPO ����

4PJU f VOF GPODUJPO E¸GJOJF TVS VO TPVT�FOTFNCMF A EF#� f FTU CPSO¸F TVS A TJ FU TFVMFNFOU TJ
| f | FTU NBKPS¸F TVS A
 DhFTU�²�EJSF � ∃M ∈#∗+, ∀x ∈ A, | f (x )|≤M .

%¸NPOTUSBUJPO
(⇒) On suppose que f est bornée sur A, alors : ∃(m , M ) ∈ #2, ∀x ∈ A, m ≤ f (x ) ≤ M . On note K le
maximum entre |m | et |M | (on prend les valeurs absolues car m et M peuvent être négatifs). Ainsi : ∀x ∈
A, −K ≤ f (x )≤ K . On en déduit que : ∃K ∈#∗+, ∀x ∈ A, | f (x )|≤ K .
(⇐)On suppose que : ∃M ∈#∗+, ∀x ∈ A, | f (x )|≤M .
En utilisant une propriété de la valeur absolue, on a : −M ≤ f (x )≤M , ce qui prouve que f est bornée.

&

��
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%¸GJOJUJPO �����

4PJU f VOF GPODUJPO E¸GJOJF TVS VO TPVT�FOTFNCMF A EF #�
t -PSTRVF MhFOTFNCMF

+
f (x ), x ∈ A

,
BENFU VO QMVT HSBOE ¸M¸NFOU
 DFUUF WBMFVS FTU BQQFM¸F

NBYJNVN EF f TVS A�
t -PSTRVF MhFOTFNCMF

+
f (x ), x ∈ A

,
BENFU VO QMVT QFUJU ¸M¸NFOU
 DFUUF WBMFVS FTU BQQFM¸F

NJOJNVN EF f TVS A�

%¸GJOJUJPO �����

4PJFOU f VOF GPODUJPO E¸GJOJF TVS VO TPVT�FOTFNCMF A EF # FU x0 ∈ A�
t 0O EJU RVF f BENFU VO NBYJNVN MPDBM FO x0 ThJM FYJTUF VO JOUFSWBMMF PVWFSU DPOUFOBOU x0
UFM RVF f BENFU VO NBYJNVN FO x0 TVS A ∩ I �

t 0O EJU RVF f BENFU VO NJOJNVN MPDBM FO x0 ThJM FYJTUF VO JOUFSWBMMF PVWFSU DPOUFOBOU x0
UFM RVF f BENFU VO NJOJNVN FO x0 TVS A ∩ I �

���� 3BQQFMT TVS MB DPOUJOVJU¸ FU MB E¸SJWBCJMJU¸ EhVOF GPODUJPO
Dans cette partie nous rappelons plusieurs résultats sur la continuité et la dérivabilité d’une fonction qui
seront détaillés dans les chapitres 6 et 7.

������ $POUJOVJU¸ E�VOF GPODUJPO

%¸GJOJUJPO �����

4PJU A VO TPVT�FOTFNCMF EF#
 a ∈ A FU f : A→# VOF GPODUJPO� 0O EJU RVF f FTU DPOUJOVF FO a
TJ � lim

x→a
f (x ) = f (a )�

-PSTRVF f FTU DPOUJOVF FO UPVT QPJOUT EF A
 PO EJU RVF f FTU DPOUJOVF TVS A�

"UUFOUJPO�

6OF GPODUJPO OF QFVU ºUSF DPOUJOVF RVhFO VO QPJOU PÇ FMMF FTU E¸GJOJF �

3FNBSRVF
On peut voir la continuité d’une fonction comme le fait de pouvoir tracer son graphe sans lever le stylo.
Nous allons maintenant redonner deux résultats importants qui sont des conséquences de la continuité
d’une fonction sur un intervalle. Nous admettons ces résultats pour le moment.

5I¸PS¹NF����� 5I¸PS¹NF EFT WBMFVST JOUFSN¸EJBJSFT

4PJU f VOF GPODUJPO DPOUJOVF TVS JOUFSWBMMF [a , b ]� 1PVS UPVU S¸FM y DPNQSJT FOUSF f (a ) FU f (b )

JM FYJTUF α ∈ [a , b ] UFM RVF y = f (α)�

��
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3FNBSRVF
Le théorème des valeurs intermédiaires peut se résumer par cette phrase : l’image d’un intervalle par une
fonction continue est un intervalle.

1SPQPTJUJPO ����� 5I¸PS¹NF EF MB CJKFDUJPO

4PJFOU I VO JOUFSWBMMF EF # FU VOF GPODUJPO f : I →#� 4J �
t f FTU DPOUJOVF TVS I �
t f FTU TUSJDUFNFOU NPOPUPOF TVS I �

"MPST f S¸BMJTF VOF CJKFDUJPO EF I TVS MhJOUFSWBMMF J = f (I )�
4PO BQQMJDBUJPO S¸DJQSPRVF f −1 : J → I FTU VOF GPODUJPO DPOUJOVF FU EF NºNF WBSJBUJPO RVF f
TVS J �

������ %¸SJWBCJMJU¸ E�VOF GPODUJPO

%¸GJOJUJPO �����

4PJU A VO TPVT�FOTFNCMF EF #
 a ∈ A FU f : A→# VOF GPODUJPO�

0O EJU RVF f FTU E¸SJWBCMF FO a TJ lim
x→a

f (x )− f (a )
x −a

FYJTUF FU FTU GJOJF� -PSTRVhFMMF FYJTUF
 DFUUF

MJNJUF FTU BQQFM¸F OPNCSF E¸SJW¸ EF f FO a FU TF OPUF f ′(a )�

3FNBSRVF
La connaissance de la dérivabilité de certaines fonctions usuelles permet d’obtenir des limites qu’il est
important de connaître :

• lim
x→0

ex −1
x

= 1 • lim
x→0

ln(x +1)
x

= 1

%¸GJOJUJPO ����� 5BOHFOUF ² MB DPVSCF

0O DPOTJE¹SF f VOF GPODUJPO E¸SJWBCMF FO VO
QPJOU a � -B ESPJUF EF DPFGGJDJFOU EJSFDUFVS f ′(a )
QBTTBOU QBS MF QPJOU EF DPPSEPOO¸F (a , f (a ))
ThBQQFMMF UBOHFOUF ² MB DPVSCF SFQS¸TFOUBUJWF
EF MB GPODUJPO f BV QPJOU EhBCTDJTTF a � 6OF
¸RVBUJPO EF ESPJUF FTU �
y = f ′(a )(x −a ) + f (a )�

y

0
x

y = f ′(a )(x −a ) + f (a )

%¸GJOJUJPO ����� 'PODUJPO E¸SJW¸F

4PJU f VOF GPODUJPO E¸GJOJF TVS A VO TPVT�FOTFNCMF EF #� 0O EJU RVF f FTU E¸SJWBCMF TVS A TJ
f FTU E¸SJWBCMF FO UPVU QPJOU EF A�
-hBQQMJDBUJPO f ′ : x :→ f ′(x ) FTU BQQFM¸F GPODUJPO E¸SJW¸F EF f �

1SPQPTJUJPO �����

4PJU f : A→#� 4J f FTU E¸SJWBCMF TVS A BMPST FMMF FTU DPOUJOVF TVS A�

��
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1SPQPTJUJPO �����

4PJFOU f FU g EFVY GPODUJPOT E¸SJWBCMFT TVS VO NºNF TPVT�FOTFNCMF A EF #� "MPST �
t $PNCJOBJTPO MJO¸BJSF � QPVS UPVU (λ,µ) ∈ #2
 MB GPODUJPO λ f +µg FTU E¸SJWBCMF TVS A FU
(λ f +µg )′ =λ f ′+µg ′�

t 1SPEVJU � MB GPODUJPO f g FTU E¸SJWBCMF TVS A FU ( f g )′ = f ′g + f g ′�

t 2VPUJFOU � TJ g OF ThBOOVMF QBT TVS A
 BMPST MB GPODUJPO
f
g

FTU E¸SJWBCMF TVS A FU
9

f
g

:′
=

f ′g − f g ′

g 2
�

1SPQPTJUJPO ����� $PNQPTJUJPO

4PJFOU f VOF GPODUJPO E¸SJWBCMF TVS I FU g VOF GPODUJPO E¸SJWBCMF TVS J � 4J f (I )⊂ J 
 BMPST g ◦ f
FTU E¸SJWBCMF TVS I FU (g ◦ f )′ = f ′ × (g ′ ◦ f )�

&YFNQMF
Soit u une fonction dérivable sur un sous-ensemble A de#. De la proposition précédente, on tire
les formules suivantes :
• la fonction eu est dérivable sur A et (eu )′ = u ′eu ;

• si u est strictement positive sur A alors
#

u est dérivable sur I et (
#

u )′ =
u ′

2
#

u
;

• si u est strictement positive sur A alors ln(u ) est dérivable sur I et (ln(u ))′ =
u ′

u
.

1SPQPTJUJPO �����

4PJU f : I → J VOF GPODUJPO� 4J �
t f FTU E¸SJWBCMF TVS I �
t f FTU CJKFDUJWF �
t f ′ OF ThBOOVMF QBT TVS I �

"MPST MB GPODUJPO S¸DJQSPRVF f −1 FTU E¸SJWBCMF TVS J FU ( f −1)′ =
1

f ′ ◦ f −1
�

3FNBSRVF
Les courbes représentatives de f et f −1 sont symétriques par rapport à la droite d’équation y = x , en
effet :

(x , y ) ∈? f ⇐⇒ y = f (x )⇐⇒ x = f −1(y )⇐⇒ (y , x ) ∈? f −1 .

On retrouve la même propriété de symétrie pour les tangentes, ce qui explique pourquoi on doit véri-
fier que la fonction f ′ ne s’annule pas dans la proposition précédente. En effet, si f ′(x ) = 0, la tangente
au point (x , f (x )) à la courbe représentant f est horizontale et donc, par symétrie, la tangente au point
( f (x ), x ) à la courbe représentant f −1 est verticale, ce qui signifie que la fonction f −1 n’est pas dérivable
en f (x ).

��
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x

������ 3FDIFSDIF EFT WBSJBUJPOT E�VOF GPODUJPO

1SPQPTJUJPO �����

4PJU f VOF GPODUJPO E¸SJWBCMF TVS VO JOUFSWBMMF I EF #�
t f FTU DPOTUBOUF TVS I TJ FU TFVMFNFOU TJ QPVS UPVU x ∈ I 
 f ′(x ) = 0�
t f FTU DSPJTTBOUF TVS I TJ FU TFVMFNFOU TJ QPVS UPVU x ∈ I 
 f ′(x )≥ 0�
t f FTU E¸DSPJTTBOUF TVS I TJ FU TFVMFNFOU TJ QPVS UPVU x ∈ I 
 f ′(x )≤ 0�

"UUFOUJPO�

*M FTU FTTFOUJFM RVF I TPJU VO JOUFSWBMMF� &O FGGFU
 MB GPODUJPO f : x :→ |x |
x

FTU E¸GJOJF FU E¸SJWBCMF

TVS#∗� 4B E¸SJW¸F FTU MB GPODUJPO OVMMF TVS#∗
 NBJT MB GPODUJPO f OhFTU QBT DPOTUBOUF DBS f (−1) =
−1 FU f (1) = 1�

1SPQPTJUJPO ����� 4USJDUF NPOPUPOJF

4PJU f VOF GPODUJPO E¸SJWBCMF TVS VO JOUFSWBMMF I EF #�
t f FTU TUSJDUFNFOU DSPJTTBOUF TVS I TJ FU TFVMFNFOU TJ QPVS UPVU x ∈ I 
 f ′(x ) ≥ 0 FU OhFTU
JEFOUJRVFNFOU OVMMF TVS BVDVO JOUFSWBMMF [a , b ] EF I �

t f FTU TUSJDUFNFOU E¸DSPJTTBOUF TVS I TJ FU TFVMFNFOU TJ QPVS UPVU x ∈ I 
 f ′(x )≤ 0 FU OhFTU
JEFOUJRVFNFOU OVMMF TVS BVDVO JOUFSWBMMF [a , b ] EF I �

Connaître la dérivée d’une fonction va nous être utile pour dresser le tableau de variation de cette fonction
(voir point méthodologique).

��
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������ %¸SJW¸FT TVDDFTTJWFT E�VOF GPODUJPO

%¸GJOJUJPO �����

4PJU f VOF GPODUJPO E¸SJWBCMF TVS VO TPVT�FOTFNCMF A EF#� 4J f ′ FTU VOF GPODUJPO DPOUJOVF TVS
A
 PO EJU RVF f FTU EF DMBTTF ? 1 TVS A�

&YFNQMF
Les fonctions polynomiales sont de classe? 1 sur #.

%¸GJOJUJPO �����

4PJU f VOF GPODUJPO E¸GJOJF TVS VO FOTFNCMF A EF#� 0O QPTF f (0) = f FU PO E¸GJOJU QBS S¸DVSSFODF
QPVS UPVU k ∈% �
TJ f (k ) FTU E¸SJWBCMF TVS A
 PO EJU RVF f FTU k +1 GPJT E¸SJWBCMF FU PO QPTF f (k+1) =

(
f (k )

)′
�

-B GPODUJPO f (k ) FTU BQQFM¸F GPODUJPO E¸SJW¸F k �J¹NF EF f �

&YFNQMF
Pour tout k ∈%, les fonctions polynomiales sont de classe? k sur #.

� 'PODUJPOT MPHBSJUINFT
 FYQPOFOUJFMMFT FU QVJTTBODFT

���� -B GPODUJPO MPHBSJUINF

%¸GJOJUJPO �����

0O BQQFMMF GPODUJPO MPHBSJUINF O¸Q¸SJFO
 OPU¸F ln
 MhVOJRVF GPODUJPO E¸GJOJF
 DPOUJOVF FU E¸SJ�
WBCMF TVS #∗+ ThBOOVMBOU FO 1
 EPOU MB E¸SJW¸F FTU MB GPODUJPO JOWFSTF�

On déduit de cette définition les propriétés suivantes :

1SPQPTJUJPO �����

1PVS UPVU (x , y ) ∈ (#∗+)2
 PO B �

t ln(x y ) = ln(x ) + ln(y ) �

t ln
9

1
x

:
=− ln(x ) �

t ∀n ∈$
 ln (x n ) = n ln(x ) �
t ln(x )≤ x −1 �

t ln
9

x
y

:
= ln(x )− ln(y ) �

t lim
x→0+

ln(x ) =−∞ �
t lim

x→+∞
ln(x ) = +∞�

��
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%¸NPOTUSBUJPO
• On va montrer l’égalité ln(x y ) = ln(x )+ ln(y ). Soit y ∈#∗+, on considère la fonction f : x :→ ln(x y )−

ln(x )− ln(y ). f est dérivable sur #∗+ (comme composée de fonctions dérivables) et :

∀x ∈#∗+, f ′(x ) =
y

x y
− 1

x
= 0.

La fonction f est constante sur #∗+, or f (1) = 0, d’où l’égalité recherchée.

• On va montrer que pour tout x ∈#∗+, ln
9

1
x

:
=− ln(x ).

On remarque que pour tout x ∈#∗+ : x × 1
x
= 1, soit ln(x × 1

x
) = 0. En utilisant le premier résultat :

ln(x ) + ln(1/x ) = 0.
• Pour montrer que : ∀n ∈ %, ln (x n ) = n ln(x ), on procède par récurrence en utilisant le fait que :

ln(x 2) = 2 ln(x ). On généralise cette relation sur $ en utilisant la relation : x −n =
1

x n
.

• Pour montrer l’inégalité, on étudie les variations de la fonction f : x :→ ln(x )− (x −1) sur #∗+.

• Pour montrer l’égalité ln
9

x
y

:
= ln(x )− ln(y ), on utilise les relations précédentes.

• Ces limites sont admises pour l’instant.
&

Voici la représentation graphique de la fonction logarithme népérien :

y

−3

−2

−1

1

2

−3

−2

−1

1

2

0 x1 2 3 4 5

y = x −1

%¸GJOJUJPO �����

4PJU a > 0
 PO E¸GJOJU MF MPHBSJUINF FO CBTF a MB GPODUJPO loga : x :→ ln(x )
ln(a )

�

3FNBSRVF
On note simplement le logarithme en base 10 : log. Cette fonction est notamment très utilisée en sciences
de l’ingénieur ou en physique.

���� -B GPODUJPO FYQPOFOUJFMMF
La fonction ln est continue et strictement croissante sur#∗+ et ln(#∗+) =#. D’après le théorème de la bijec-
tion, la fonction logarithme népérien réalise une bijection de#∗+ sur#. On appelle fonction exponentielle,
notée exp, la bijection réciproque de la fonction logarithme népérien.

��
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1SPQPTJUJPO �����

-B GPODUJPO exp FTU E¸GJOJF FU EF DMBTTF? 1 TVS #� 1PVS UPVU x ∈#
 PO B �

(exp)′(x ) = exp(x ).

%¸NPOTUSBUJPO
La fonction ln est dérivable sur #∗+ et sa dérivée ne s’annule pas sur #∗+, donc sa fonction réciproque est
dérivable sur #. Ainsi :

∀x ∈#, (exp)′(x ) =
1

(ln)′(exp(x ))
=

1
1/exp(x )

= exp(x ).

La fonction exp est dérivable sur #, elle est donc continue sur #, ce qui justifie que exp est de classe ? 1

sur #. &

3FNBSRVF
La définition même de la fonction exponentielle nous assure que : ∀x ∈#, exp(x )> 0.

1SPQPTJUJPO �����

1PVS UPVU (x , y ) ∈#2
 PO B �

t exp(x + y ) = exp(x )×exp(y ) �

t exp (−x ) =
1

exp(x )
�

t 1PVS UPVU x ∈#
 exp(x )≥ 1+ x �
t ∀n ∈$
 exp(x )n = exp(n x ) �

t exp
(
x − y

)
=

exp(x )
exp(y )

�

t lim
x→−∞

exp(x ) = 0 �
t lim

x→+∞
exp(x ) = +∞�

%¸NPOTUSBUJPO
• Soient (x , y ) ∈#, on va montrer que : exp(x+ y ) = exp(x )×exp(y ). On pose a = exp(x ) et b = exp(y )

de sorte que : x = ln(a ) et y = ln(b ), ainsi :

exp(x + y ) = exp(ln(a ) + ln(b )) = exp(ln(a b )) = a b = exp(x )exp(y ).

• La relation exp (−x ) =
1

exp(x )
se déduit directement de la précédente.

• On montre la relation ∀n ∈ %, exp(x )n = exp(n x ) par récurrence, on en déduit que cette relation
est vraie pour n ∈$.

• La relation exp
(
x − y

)
=

exp(x )
exp(y )

est une conséquence des deux premières relations.

• On étudie les variations de la fonction g : x :→ exp(x )− (1+ x ) sur #.
• Les limites se déduisent directement des limites de la fonction ln.

&

/PUBUJPO
On note e= exp(1). En utilisant les propriétés de la fonction exponentielle, on peut montrer que
pour tout x ∈# : exp(x ) = ex .
C’est cette notation qui sera privilégiée dans la suite.

Voici la représentation graphique de la fonction exponentielle (c’est le symétrique de la courbe représen-
tant la fonction ln par rapport à la droite d’équation y = x ) :

��
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y

−3

−2

−1

1

2

3

4

5

0 x−3 −2 −1 1 2 3 4 5

y = x +1

y = x

?exp

?ln

���� -FT GPODUJPOT QVJTTBODFT

%¸GJOJUJPO �����

t 1PVS UPVU x ∈# FU n ∈%∗
 PO QPTF �

x n = x × · · ·× x︸ ︷︷ ︸
n GPJT

.

t 1PVS UPVU x ∈#∗ FU n ∈$\%
 PO QPTF �

x n =
1

x−n
.

t 1PVS UPVU x ∈#∗
 QBS DPOWFOUJPO � x 0 = 1�

%¸GJOJUJPO �����

4PJU n ∈%∗
 MB GPODUJPO x :→ x n FTU CJKFDUJWF EF#+ EBOT#+� 4B GPODUJPO S¸DJQSPRVF FTU BQQFM¸F
j SBDJOF n�J¹NF x FU FTU OPU¸F n

#·�

On va généraliser la notion de puissance à un exposant non entier.

%¸GJOJUJPO �����

0O BQQFMMF MB GPODUJPO QVJTTBODF EhFYQPTBOU α ∈#\$
 MB GPODUJPO E¸GJOJF TVS#∗+ QBS � x :→ x α :=
Fα ln(x )�

3FNBSRVF
Cette définition est cohérente avec la définition de puissance rappelée précédemment, en effet :

∀x ∈#∗+, ∀x ∈$, x n = eln(x n ) = en ln(x ).

��
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1SPQPTJUJPO �����

1PVS UPVU (x , y ) ∈#∗+
 QPVS UPVU (α,β ) ∈#2 �

t x αx β = x α+β �
t (x α)β = x αβ �

t (x y )α = x αy α �

t x−α =
1

x α
�

%¸NPOTUSBUJPO
C’est une conséquence des propriétés algébriques des fonctions exponentielles et logarithme.

&

3FNBSRVF
On peut vérifier que pour tout x ∈#∗+, n#x = x 1/n . De plus : lim

x→0+
x 1/n = lim

x→0+
eln(x )/n = 0.

La fonction n#· est donc le prolongement continu de x :→ x 1/n sur #+.

1SPQPTJUJPO �����

4PJU α ∈#\$
 BMPST MB GPODUJPO f : x :→ x α FTU EF DMBTTF? 1 TVS #∗+ FU �

∀x ∈#∗+, f ′(x ) =αx α−1.

%¸NPOTUSBUJPO
Pour tout x ∈#∗+, f (x ) = eα ln(x ). f est de classe? 1 sur#∗+ comme composée de fonctions de classe? 1 sur
leur domaine de définition. Ainsi :

∀x ∈#∗+, f ′(x ) =
α

x
eα ln(x ) =

α

x
x α =αx α−1.

&

3FNBSRVF
Comme conséquence immédiate de cette proposition, on a :
• si α> 0, alors la fonction x :→ x α est strictement croissante sur #∗+ ;
• si α< 0, alors la fonction x :→ x α est strictement décroissante sur #∗+.

On va chercher à comparer les fonctions puissances aux autres fonctions usuelles déjà introduites.

1SPQPTJUJPO ����� -FT DSPJTTBODFT DPNQBS¸FT

1PVS UPVU (α,β ) ∈
(
#∗+

)2

 PO B �

t lim
x→+∞

ln(x )β

x α
= 0 �

t lim
x→+∞

Fαx

x β
=+∞ �

t lim
x→0

x α ln(x )β = 0 �

t lim
x→−∞

|x |αFαx = 0�

%¸NPOTUSBUJPO

On va seulement montrer que lim
x→+∞

ex

x
= +∞, les autres limites s’en déduisent par composition des

limites et utilisation des propriétés algébriques des fonctions ln et exp.

��
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Pour cela on étudie les variations de la fonction f : x :→ ex/2

x
qui est définie et dérivable sur #∗ comme

quotient de fonctions dérivables sur #∗ dont le dénominateur ne s’annule pas.
On peut montrer que la fonction f est croissante sur [2,+∞[ et donc :

∀x ∈ [2,+∞[, f (x )≥ f (2).

En multipliant par ex/2 qui est positif, on obtient :

∀x ∈ [2,+∞[, ex

x
≥ e

2
ex/2.

En utilisant le théorème de comparaison, on montre que lim
x→+∞

ex

x
=+∞. &

On peut être confronté à des fonctions puissances dont l’exposant est aussi une fonction.

1SPQPTJUJPO �����

4PJFOU α ∈ #\$
 u FU v EFVY GPODUJPOT E¸GJOJFT FU E¸SJWBCMFT TVS VO TPVT�FOTFNCMF A EF #� 4J
u (x )> 0 QPVS UPVU x ∈ A
 BMPST MB GPODUJPO f : x :→ u (x )v (x ) FTU E¸SJWBCMF TVS A�

3FNBSRVF
Pour calculer la dérivée (cette remarque est aussi vraie pour les calculs de limite) d’une fonction de la
forme f : x :→ u (x )v (x ), on utilisera la forme exponentielle f : x :→ ev (x ) ln(u (x )) (voir les méthodes pas à
pas).

���� -FT GPODUJPOT IZQFSCPMJRVFT

%¸GJOJUJPO �����

-FT GPODUJPOT IZQFSCPMJRVFT TPOU MFT GPODUJPOT E¸GJOJFT TVS # QBS �

∀x ∈#, DI(x ) =
Fx +F−x

2
, TI(x ) =

Fx −F−x

2
, UI(x ) =

TI(x )
DI(x )

.

3FNBSRVF
Comme une exponentielle est toujours strictement positive, on en déduit que pour tout x ∈# : ch(x )> 0,
ce qui justifie l’existence de la fonction th.

1SPQPTJUJPO �����

1PVS UPVU x ∈# � DI(x )2− TI(x )2 = 1�

%¸NPOTUSBUJPO
Pour tout x ∈# :

ch(x )2 − sh(x )2 =
e2x +2+e−2x

4
− e2x −2+e−2x

4
= 1.

&

��
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À partir de la définition de ces deux fonctions, on obtient directement les résultats suivants :

1SPQPTJUJPO �����

t -B GPODUJPO DI FTU VOF GPODUJPO QBJSF�
t -FT GPODUJPOT TI FU UI TPOU EFT GPODUJPOT JNQBJSFT�
t -FT USPJT GPODUJPOT IZQFSCPMJRVFT TPOU E¸SJWBCMFT TVS # FU QPVS UPVU x ∈# �

(DI)′(x ) = TI(x ), (TI)′(x ) = DI(x ), (UI)′(x ) =
1

DI(x )2
= 1− UI(x )2.

Voici la représentation graphique des fonctions circulaires :

y

2

3

1

0

−1

−2

−3

x−3 −2 −1 1 2

La courbe représentative de la
fonction ch.

y

−3

−2

−1

1

2

3

0 x−3 −2 −1 1 2

y = x

La courbe représentative de la
fonction sh.

y

−1

−2

−3

1

2

3

0 x−3 −2 −1 1 2

y = x

La courbe représentative de la
fonction th.

On peut trouver des propriétés similaires aux formules de trigonométries (voir la partie 3) satisfaites par
les fonctions hyperboliques :

1SPQPTJUJPO �����

1PVS UPVU (a , b ) ∈#2 �
t DI(a + b ) = DI(a )DI(b ) + TI(a )TI(b ) �
t TI(a + b ) = TI(a )DI(b ) + DI(a )TI(b ) �

t UI(a + b ) =
UI(a ) + UI(b )

1+ UI(a )UI(b )
�

4J PO QPTF t = UI
Ja

2

K

 PO B �

t DI(a ) =
1+ t 2

1− t 2
�

t TI(a ) =
2t

1− t 2
�

t UI(a ) =
2t

1+ t 2
�

%¸NPOTUSBUJPO
On développe les expressions en reprenant les définitions de chaque fonction. &
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���� -FT GPODUJPOT USJHPOPN¸USJRVFT
Dans cette partie, nous allons rappeler les définitions des trois fonctions trigonométriques principales et
démontrer l’ensemble des résultats à connaître sur ces fonctions.

������ TJOVT
 DPTJOVT FU UBOHFOUF E�VO BOHMF

Soit (O ,)ı , ) ) un repère orthonormé direct du plan.
Soit M un point du cercle unité de centre O et
de rayon 1 de coordonnées (x , y ). On note θ une

mesure de l’angle ()ı ,
−−→
O M ), on pose alors :

cos(θ ) = x , sin(θ ) = y et tan(θ ) =
sin(θ )
cos(θ )

.

1

1

cos(θ )

sin(θ )

M (x , y )

θ

3FNBSRVFT
• Les fonctions sinus et cosinus sont donc intimement liées au cercle unité. On arrive à se convaincre

facilement que ces fonctions sont 2π-périodiques. C’est pour cette raison que l’on travaillera sou-
vent « modulo 2π », on rappelle que deux réels x et y sont congrus modulo 2π, s’il existe un entier
relatif k tel que x = y +2kπ. On note : x ≡ y [2π].
• Les expressions cos(θ ) et sin(θ ) étant définies comme l’abscisse et l’ordonnée d’un point du cercle

unité, on a :
∀θ ∈#, cos(θ )2 + sin(θ )2 = 1.

C’est une relation essentielle qui est une conséquence de la paramétrisation d’un cercle.
Voici les valeurs particulières à connaître :

θ 0
π

6
π

4
π

3
π

2
π

cos(θ ) 1

#
3

2

#
2

2
1
2

0 −1

sin(θ ) 0
1
2

#
2

2

#
3

2
1 0

tan(θ ) 0

#
3

3
1

#
3 0

La lecture du cosinus et du sinus sur le cercle unité (appelé également cercle trigonométrique) permet
d’obtenir un certain nombre de propriétés algébriques utiles.
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1SPQPTJUJPO �����

1PVS UPVU x ∈# �

t cos(−x ) = cos(x ) �
t sin(−x ) =−sin(x ) �
t cos

Jπ
2
− x

K
= sin(x ) �

t cos
Jπ

2
+ x

K
=−sin(x ) �

t cos (π− x ) =−cos(x ) �

t cos (π+ x ) =−cos(x ) �
t sin

Jπ
2
− x

K
= cos(x ) �

t sin
Jπ

2
+ x

K
= cos(x ) �

t sin (π− x ) = sin(x ) �
t sin (π+ x ) =−sin(x )�

%¸NPOTUSBUJPO
On peut lire toutes ces relations sur le cercle trigonométrique, sur le schéma suivant, on illustre les rela-
tions : cos(π−θ ) =−cos(θ ) et sin(π−θ ) = sin(θ ).

cos (θ )−cos (θ )

sin(θ )

θ

&
La résolution d’équations et d’inéquations trigonométriques peut être plus compliquée qu’il n’y paraît,
il est nécessaire de se représenter ces équations/inéquations sur le cercle trigonométrique. Néanmoins,
on pourra retenir le résultat suivant :

1SPQPTJUJPO ����� ­RVBUJPOT USJHPOPN¸USJRVFT

4PJU (x , y ) ∈#2� "MPST �
t cos(x ) = cos(y ) TJ FU TFVMFNFOU TJ

(
x = y [2π] PV x =−y [2π]

)
�

t sin(x ) = sin(y ) TJ FU TFVMFNFOU TJ
(
x = y [2π] PV x =π− y [2π]

)
�

t tan(x ) = tan(y ) TJ FU TFVMFNFOU TJ x = y [π]�

&YFNQMF

Résoudre cos(2x ) =
1
2

.

On sait que cos
Jπ

3

K
=

1
2

, on en déduit que :

• soit il existe k ∈$ tel que 2x =
π

3
+2kπ, ce qui signifie que x =

π

6
+kπ, soit x ≡ π

6
[π].

• soit il existe k ∈$ tel que 2x =−π
3
+2kπ, ce qui signifie que x =−π

6
+kπ, soit x ≡−π

6
[π].

L’ensemble des solutions de cette équation est :
+π

6
+kπ, k ∈$

,
∪
+
− π

6
+kπ, k ∈$

,
.
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1SPQPTJUJPO ����� 'PSNVMFT USJHPOPN¸USJRVFT

1PVS UPVU (a , b ) ∈#2
 TPVT S¸TFSWF EhFYJTUFODF EFT GPODUJPOT UBOHFOUFT �
t cos(a + b ) = cos(a )cos(b )− sin(a )sin(b ) �
t sin(a + b ) = sin(a )cos(b ) + cos(a )sin(b ) �

t tan(a + b ) =
tan(a ) + tan(b )

1− tan(a ) tan(b )
�

0O FO E¸EVJU EJSFDUFNFOU MFT GPSNVMFT TVJWBOUFT �
t cos(2a ) = 2cos(a )2−1= 1−2sin(a )2 �
t sin(2a ) = 2 sin(a )cos(b ) �

t tan(2a ) =
2tan(a )

1− tan(a )2
�

%¸NPOTUSBUJPO
Soient a et b deux réels. Dans un repère orthonormé (O ,)ı , ) ), on pose A et B les points du cercle unité

tels que : ()ı ,
−→
O A) = a et (

−→
O A,
−→
O B ) = b .

On considère enfin A′ le point du cercle unité tel que : ()ı ,
−−→
O A′) = a +

π

2
.

On a alors :
−→
O A = cos(a ))ı + sin(a )) ,

−→
O B = cos(a + b ))ı + sin(a + b )) ,

−−→
O A′ =−sin(a ))ı + cos(a )) .

On remarque maintenant que, dans le repère orthonormé (O ,
−→
O A,
−−→
O A′), on a :

−→
O B = cos(b )

−→
O A+ sin(b )

−−→
O A′.

On en déduit, en exprimant les vecteurs
−→
O A et

−−→
O A′ dans le repère (O ,)ı , ) ) :

−→
O B = (cos(a )cos(b )− sin(a )sin(b )))ı + (sin(a )cos(b ) + cos(a )sin(b ))) .

Les composantes d’un vecteur étant uniques, on en déduit les relations souhaitées.
Enfin, pour la tangente, on a :

tan(a + b ) =
sin(a + b )
cos(a + b )

=
sin(a )cos(b )− cos(a )sin(b )
cos(a )cos(b )− sin(a )sin(b )

=
sin(a )cos(b )− cos(a )sin(b )

cos(a )cos(b )
× cos(a )cos(b )

cos(a )cos(b )− sin(a )sin(b )

=
tan(a ) + tan(b )

1− tan(a ) tan(b )
&

3FNBSRVF

Pour tout θ ∈#\
+

kπ, k ∈$
,

, en posant t = tan
9
θ

2

:
, on a :

• cos(θ ) =
1− t 2

1+ t 2
; • sin(θ ) =

2t
1+ t 2

; • tan(θ ) =
2t

1− t 2
.

��
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1SPQPTJUJPO �����

1PVS UPVU (p , q ) ∈# �

t cos(p )cos(q ) =
1
2

(
cos(p −q ) + cos(p +q )

)
�

t sin(p )sin(q ) =
1
2

(
cos(p −q )− cos(p +q )

)
�

t sin(p )cos(q ) =
1
2

(
sin(p +q ) + sin(p −q )

)
�

%¸NPOTUSBUJPO
On vérifie directement les résultats en développant les termes de droite. &

1SPQPTJUJPO �����

1PVS UPVU x ∈#
 |sin(x )|≤ |x |�

%¸NPOTUSBUJPO
Dans un premier temps, notons que si |x | ≥ 1, l’inégalité est vraie car |sin(x )| ≤ 1. On considère dans la

suite un réel x tel que |x |≤ π
2

.

Soit M un point du cercle unité et A le point de coordonnées (1,0). On note x l’angle (
−→
O A,
−−→
O M ) de sorte

que l’arc
.

AM soit de longueur |x |. Soit N , le symétrique de M par rapport à l’axe des abscisses. Si x est
négatif, on remarque que les points M et N sont inversés sur la figure. Dans les deux cas, la longueur du
segment [N M ] est 2|sin(x )|.
Or, la longueur de la corde [N M ] est inférieure à la longueur de l’arc

.
N M , ce qui nous donne : 2|sin(x )|<

2|x |, soit : |sin(x )|≤ |x |.

A

|sin(x )|

M

N

x

&
1SPQPTJUJPO �����

1PVS UPVU x ∈
L
−π

2
,
π

2

M

 |tan(x )|≥ |x |�

��
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%¸NPOTUSBUJPO

On reprend la situation de la preuve précédente
avec les point M , N et A, on ajoute B le point d’in-
tersection de (M N ) avec l’axe des abscisses. On
construit également la tangente au cercle passant
par M et on note T son point d’intersection avec
l’axe des abscisses. On a alors : T M = | tan(x )| (on
le prouve en se plaçant dans le triangle O M T rec-
tangle en M ).
Par symétrie : T N = | tan(x )|. Enfin, T M +T N est

supérieur à la longueur de l’arc
.

M N , ce qui prouve
la relation souhaitée.

AB

M

N

T

x

&

������ -FT GPODUJPOT FU MFVST QSPQSJ¸U¸T

Dans la suite, nous allons étudier le sinus, le cosinus et la tangente en tant que fonctions de la variable
réelle.

1SPQPTJUJPO �����

-FT GPODUJPOT sin FU cos TPOU DPOUJOVFT TVS #�
-B GPODUJPO tan FTU DPOUJOVF TVS #\

+π
2
+kπ, k ∈$

,
�

%¸NPOTUSBUJPO
On va commencer par montrer la continuité de la fonction sinus. Soit a ∈#, en utilisant les formules de
la proposition 2.45 :

|sin(h +a )− sin(a )|=
....2 sin

9
h
2

:
cos

9
h
2
+a

:....≤
....2sin

9
h
2

:....≤ 2

....
h
2

....= |h |.

Le théorème d’encadrement permet de conclure que :

lim
h→0

sin(h +a ) = sin(a ).

La fonction sinus est bien continue en a et donc sur #.

Pour la fonction cosinus, on remarque que : ∀x ∈#, cos(x ) = sin
Jπ

2
− x

K
.

La fonction cosinus est continue sur # comme composée de fonctions continues. Enfin, la fonction tan

est continue sur #\
+π

2
+ kπ, k ∈ $

,
comme quotient de fonction continues dont le dénominateur ne

s’annule pas. &

1SPQPTJUJPO �����

-FT MJNJUFT TVJWBOUFT TPOU ² DPOOB¾USF �

lim
x→0

sin(x )
x

= 1, lim
x→0

1− cos(x )
x 2

=
1
2

.

��
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%¸NPOTUSBUJPO

On sait que pour tout x ∈
L
−π

2
,
π

2

M
, |tan(x )|≥ |x |. On en déduit que, pour tout x ∈

L
−π

2
,
π

2

M
, x -= 0, |cos(x )|≤

....
sin(x )

x

..... Ainsi, au voisinage de 0, on a :

|cos(x )|≤
....
sin(x )

x

....≤ 1.

La continuité de la fonction cosinus en 0 et le théorème d’encadrement permettent de conclure que

lim
x→0

sin(x )
x

= 1.

On sait que pour tout x ∈# : cos(x ) = 1−2sin
J x

2

K2
, et donc au voisinage de 0 :

1− cos(x )
x 2

=
2sin (x/2)2

x 2
=

1
2

9
sin (x/2)

x/2

:2

→
x→0

1
2

.

&
1SPQPTJUJPO �����

-FT GPODUJPOT DPTJOVT FU TJOVT TPOU E¸SJWBCMFT TVS # FU �

∀x ∈#, (cos)′(x ) =−sin(x ), (sin)′(x ) = cos(x ).

-B GPODUJPO UBOHFOUF FTU E¸SJWBCMF TVS #\
+π

2
+kπ, k ∈$

,
FU �

∀x ∈#, (tan)′(x ) =
1

cos(x )2
= 1+ tan(x )2.

%¸NPOTUSBUJPO
Pour tout x ∈#, pour tout h ∈#∗ :

cos(x +h )− cos(x )
h

=
cos(x )cos(h )− sin(x )sin(h )− cos(x )

h
= cos(x )

cos(h )−1
h

+ sin(x )
sin(h )

h
.

On a vu précédemment que :

lim
h→0

sin(h )
h

= 1 et lim
h→0

cos(h )−1
h

= 0.

On utilise ces limites pour prouver que :

lim
h→0

cos(x +h )− cos(x )
h

=−sin(x ).

De la même façon, on montre que :

lim
h→0

sin(x +h )− sin(x )
h

= cos(x ).

Enfin, la fonction tan est dérivable sur#\
+π

2
+kπ, k ∈$

,
comme quotient de fonction dérivables dont le

dénominateur ne s’annule pas. La formule de la dérivée est une application de la dérivation d’un quotient.
&

Voici la représentation graphique des trois fonctions trigonométriques :

3FNBSRVF
La fonction cosinus est une fonction paire. Les fonctions sinus et tangentes sont des fonctions impaires.
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y

−1

1

0 x− π2−π− 3π
2−2π π

2 π 3π
2 2π

y = x

La courbe représentative de la fonction sin.

y

−1

1

0 x− π2−π− 3π
2−2π π

2 π 3π
2 2π

La courbe représentative de la fonction cos.

y

−3

−2

−1

1

2

3

0 x− π2−π− 3π
2−2π π

2 π 3π
2 2π

La courbe représentative de la fonction tan.

���� -FT GPODUJPOT USJHPOPN¸USJRVFT S¸DJQSPRVFT
������ -B GPODUJPO arcsin

La fonction sinus est continue et strictement croissante sur l’intervalle
M
−π

2
,
π

2

L
. L’image de cet intervalle

par cette fonction est [−1,1]. D’après le théorème de la bijection, la fonction sinus réalise une bijection

de
M
−π

2
,
π

2

L
sur [−1, 1]. On note arcsin sa bijection réciproque.

1SPQPTJUJPO �����

1BS E¸GJOJUJPO EF MB GPODUJPO arcsin
 PO B �

∀x ∈
M
−π

2
,
π

2

L
, arcsin(sin(x )) = x FU ∀y ∈ [−1, 1], sin(arcsin(y )) = y .

3FNBSRVF
En particulier, on a :

• arcsin(0) = 0

• arcsin
9

1
2

:
=
π

6

• arcsin

@#
2

2

A
=
π

4

• arcsin

@#
3

2

A
=
π

3

• arcsin (1) =
π

2

��
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1SPQPTJUJPO �����

-B GPODUJPO arcsin FTU E¸SJWBCMF TVS MhJOUFSWBMMF ]−1, 1[ FU �

∀x ∈]−1, 1[, (arcsin)′(x ) =
1#

1− x 2
.

-B GPODUJPO arcsin FTU TUSJDUFNFOU DSPJTTBOUF TVS [−1, 1]�

%¸NPOTUSBUJPO
C’est une conséquence du résultat de dérivation de la réciproque d’une fonction bijective. &
Voici la représentation graphique de la fonction arcsin :

y

π
2

− π2

0 x−1 1

3FNBSRVF
La fonction arcsin est impaire.

������ -B GPODUJPO arccos

La fonction cosinus est continue et strictement décroissante sur l’intervalle [0,π]. L’image de cet intervalle
par cette fonction est [−1, 1]. D’après le théorème de la bijection, la fonction cosinus réalise une bijection
de [0,π] sur [−1, 1]. On note arccos sa bijection réciproque.

1SPQPTJUJPO �����

1BS E¸GJOJUJPO EF MB GPODUJPO arccos
 PO B �

∀x ∈ [0,π] , arccos(cos(x )) = x FU ∀y ∈ [−1, 1], cos(arccos(y )) = y .

3FNBSRVF
En particulier, on a :

• arccos(0) =
π

2

��
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• arccos
9

1
2

:
=
π

3

• arccos

@#
2

2

A
=
π

4

• arccos

@#
3

2

A
=
π

6

• arccos (1) = 0

1SPQPTJUJPO �����

-B GPODUJPO arccos FTU E¸SJWBCMF TVS MhJOUFSWBMMF ]−1, 1[ FU �

∀x ∈]−1, 1[, (arccos)′(x ) =
−1#

1− x 2
.

-B GPODUJPO arccos FTU TUSJDUFNFOU E¸DSPJTTBOUF TVS [−1, 1]�

%¸NPOTUSBUJPO
C’est une conséquence du résultat de dérivation de la réciproque d’une fonction bijective. &
Voici la représentation graphique de la fonction arccos :

y

π
2

π

0 x−1 1

1SPQPTJUJPO �����

1PVS UPVU x ∈ [−1, 1]
 PO B �

t arcsin(x ) +arccos(x ) =
π

2
� t arccos(x ) +arccos(−x ) =π.

%¸NPOTUSBUJPO
• On considère la fonction f : x :→ arcsin(x )+arccos(x ) qui est définie et dérivable sur ]−1, 1[ comme

somme de fonctions dérivables sur ]−1,1[. On a :

∀x ∈]−1,1[, f ′(x ) =
1#

1− x 2
+

−1#
1− x 2

= 0.

��
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La fonction f est donc constante sur l’intervalle ]−1,1[ et :

∀x ∈]−1,1[, f (x ) = f (0) =
π

2
.

On vérifie enfin que cette égalité reste vraie pour x = 1 et x =−1.
• On considère la fonction g : x :→ arccos(x ) + arccos(−x ) qui est définie et dérivable sur ] − 1, 1[

comme somme de fonctions dérivables sur ]−1, 1[. On a :

∀x ∈]−1, 1[, g ′(x ) =
−1#

1− x 2
+

1*
1− (−x )2

= 0.

La fonction g est donc constante sur l’intervalle ]−1,1[ et :

∀x ∈]−1, 1[, g (x ) = g (0) =π.

On vérifie enfin que cette égalité reste vraie pour x = 1 et x =−1.
&

������ -B GPODUJPO arctan

La fonction tangente est continue et strictement croissante sur l’intervalle
L
−π

2
,
π

2

M
. L’image de cet inter-

valle par cette fonction est#. D’après le théorème de la bijection, la fonction tangente réalise une bijection

de
L
−π

2
,
π

2

M
sur #. On note arctan sa bijection réciproque.

1SPQPTJUJPO �����

1BS E¸GJOJUJPO EF MB GPODUJPO arctan
 PO B �

∀x ∈
L
−π

2
,
π

2

M
, arctan(tan(x )) = x FU ∀y ∈#, tan(arctan(y )) = y .

3FNBSRVF
En particulier, on a :
• arctan(0) = 0

• arctan
(#

3
)
=
π

3

• arctan (1) =
π

4

1SPQPTJUJPO �����

-B GPODUJPO arctan FTU E¸SJWBCMF TVS MhJOUFSWBMMF # FU �

∀x ∈#, (arctan)′(x ) =
1

1+ x 2
.

/PUPOT RVF arctan FTU TUSJDUFNFOU DSPJTTBOUF TVS #�

%¸NPOTUSBUJPO
C’est une conséquence du résultat de dérivation de la réciproque d’une fonction bijective. &
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$0
6
3
4

Voici la représentation graphique de la fonction arctan :

y
π
2

− π2

0 x−10 −9 −8 −7 −6 −5 −4 −3 −2 −1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

y = x

3FNBSRVF
La fonction arctan est impaire.

1SPQPTJUJPO �����

1PVS UPVU x ∈#∗+
 PO B �

arctan(x ) +arctan
9

1
x

:
=
π

2
.

%¸NPOTUSBUJPO

On considère la fonction f : x :→ arctan(x )+arctan
9

1
x

:
qui est définie et dérivable sur#∗+ comme somme

de fonctions dérivables sur #∗+, on a :

∀x ∈#∗+, f ′(x ) =
1

1+ x 2
+
−1/x 2

1+1/x 2
=

1
1+ x 2

+
−1

x 2 +1
= 0.

La fonction f est donc constante sur l’intervalle #∗+ et :

∀x ∈#∗+, f (x ) = f (1) =
π

2
.

&
3FNBSRVF
Pour x ∈#∗−, on a :

arctan(x ) +arctan
9

1
x

:
=−π

2
.

3&53067&; *$* -" 4:/5)ê4&
%& $& $)"1*53& ß 5­-­$)"3(&3

www.lienmini.fr/40872-B
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.¸UIPEF �� %SFTTFS MF UBCMFBV EF WBSJBUJPOT EhVOF
GPODUJPO�

$POTFJMT N¸UIPEPMPHJRVFT

4PJU f VOF GPODUJPO E¸GJOJF TVS VO JOUFSWBMMF I EF #�
t 0O ¸UVEJF MB E¸SJWBCJMJU¸ EF MB GPODUJPO TVS I �
t 0O DBMDVMF MhFYQSFTTJPO EF f ′ RVF MhPO GBDUPSJTF TJ QPTTJCMF�
t 0O ESFTTF MF UBCMFBV EF TJHOF EF f ′ TVS I �
t 0O FO E¸EVJU MF UBCMFBV EF WBSJBUJPO EF f EF I �

Connaître le tableau de variation d’une fonction est utile pour deux situations particulières que nous
détaillons dans les deux exemples.

"QQMJDBUJPO EF MB N¸UIPEF � E¸UFSNJOFS EFT FYUSFNVNT�

Déterminer le maximum de la fonction f : x :→ ln(x )
x

.

La fonction f est définie et dérivable sur#∗+ (comme quotient de fonctions dérivables sur#∗+, le dénomi-
nateur ne s’y annulant pas). De plus :

∀x ∈#∗+, f ′(x ) =
x ×1/x − ln(x )

x 2
=

1− ln(x )
x 2

.

Un carré étant toujours positif, f ′(x ) est du même signe que 1− ln(x ). On étudie le signe de cette expres-
sion : 1− ln(x ) ≥ 0⇐⇒ ln(x ) ≤ 1⇐⇒ x ≤ e. Notons que (le calcul de ces limites sera présenté ultérieure-
ment) :

lim
x→0+

f (x ) =−∞, lim
x→+∞

f (x ) = 0, f (e) = e−1.

On en déduit le tableau de variation de f :

x

f ′(x )

f (x )

0 e +∞

+ 0 −

−∞

e−1

0

La fonction f admet e−1 pour maximum atteint pour x = e.

��



$IBQJUSF �� $PNQM¸NFOUT TVS MFT ¸UVEFT
EF GPODUJPOT

"QQMJDBUJPO EF MB N¸UIPEF � E¸NPOUSFS EFT JO¸HBMJU¸T�
Montrons que pour tout x ∈#+, sin(x )≤ x .
On considère la fonction g : x :→ x − sin(x ), définie et dérivable sur # (comme différence de fonctions
dérivables sur #). De plus :

∀x ∈#, g ′(x ) = 1− cos(x ).

Un cosinus prend ses valeurs dans l’intervalle [−1,1], donc g ′(x ) est toujours positif.
La fonction g est croissante sur # et g (0) = 0. on en déduit que :

∀x ∈#+, g (x )≥ g (0)⇐⇒ x − sin(x )≥ 0⇐⇒ sin(x )≤ x .

.¸UIPEF �� 3¸EVJSF MF EPNBJOF EF E¸GJOJUJPO�

$POTFJMT N¸UIPEPMPHJRVFT

2VBOE PO B E¸UFSNJO¸ MF EPNBJOF EF E¸GJOJUJPO EhVOF GPODUJPO
 JM QFVU ºUSF KVEJDJFVY Eh¸UVEJFS
MB QBSJU¸
 PV MB Q¸SJPEJDJU¸ EF DFUUF GPODUJPO� $FT QSPQSJ¸U¸T QFSNFUUFOU EF S¸EVJSF MF EPNBJOF
Eh¸UVEF FU EF DPODMVSF BWFD EFT QSPQSJ¸U¸ EF TZN¸USJFT 	QPVS MB QBSJU¸
 PV EF USBOTMBUJPO 	QPVS
MB Q¸SJPEJDJU¸


"QQMJDBUJPO EF MB N¸UIPEF

Étudier la fonction f : x :→ ex

(ex +1)2
.

La fonction f est définie et dérivable sur# (comme quotient de fonctions dérivables sur# dont le déno-
minateur ne s’annule pas). De plus, f est une fonction paire, en effet son domaine de définition est symé-
trique par rapport à l’origine et :

∀x ∈#, f (−x ) =
e−x

(e−x +1)2
=

e−x

e−2x (ex +1)2
= f (x ).

On va simplement étudier cette fonction sur #+ :

∀x ∈#, f ′(x ) =
ex (ex +1)2 −2e2x (ex +1)

(ex +1)4
=

ex (1−ex )
(ex +1)3

.

On en déduit que :
∀x ∈#+, f ′(x )≤ 0.

La fonction f est donc strictement décroissante sur #+.
Calculons la limite en +∞ :

lim
x→+∞

f (x ) = lim
x→+∞

ex

e2x (1+e−x )2
= 0.

En utilisant le fait que f est paire et donc que l’axe des ordonnées est un axe de symétrie, on en déduit le
tableau de variation de f sur # :

��
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x

f

−∞ 0 +∞

0

1
4

0

.¸UIPEF �� ­UVEJFS VOF GPODUJPO QVJTTBODF EF MB GPSNF
x "→u (x )v (x )�

$POTFJMT N¸UIPEPMPHJRVFT

-PSTRVF MhPO FTU DPOGSPOU¸ ² VOF GPODUJPO EF MB GPSNF x :→ u (x )v (x )
 PO USBOTGPSNF TPO FYQSFT�
TJPO QPVS TF SBNFOFS ² VOF GPSNF FYQPOFOUJFMMF�

"QQMJDBUJPO EF MB N¸UIPEF
Étudier la fonction f : x :→ x x . On commence par écrire cette fonction sous la forme exponentielle :
∀x ∈ #∗+, f (x ) = ex ln(x ). Cette fonction est définie et dérivable sur #∗+ (comme composée de fonctions
dérivables). Ainsi :

∀x ∈#∗+, f ′(x ) = (ln(x ) +1)ex ln(x ).

Notons que ln(x ) +1≥ 0⇐⇒ x ≥ e−1.
Calculons les limites : lim

x→0+
x ln(x ) = 0, d’après les croissances comparées. Par composition des limites on

a : lim
x→0+

f (x ) = 1. On trouve de même lim
x→+∞

f (x ) = +∞. On en déduit le tableau de variation suivant :

x

f ′(x )

f

0 e−1 +∞

− +

1

e−1/e

+∞

��
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Vrai Faux

B
 Toute fonction définie sur # étant 3-périodique et 2-périodique est
1-périodique.

! !

C
 Toute fonction continue sur un intervalle I est dérivable sur I . ! !
D
 Il n’existe pas de fonction à la fois paire et impaire. ! !
E
 La fonction sinus est 4π-périodique. ! !
F
 cos(x ) = cos(y ) si et seulement si x = y [2π]. ! !

G
 Pour tout (x , y ) ∈#2 : ch(x )ch(y ) =
1
2

(
ch(x + y ) + ch(x − y )

)
. ! !

H
 Pour tout x ∈# : tan(arctan(x )) = x . ! !
I
 Pour tout x ∈# : arcsin(sin(x )) = x . ! !

J
 En cas d’existence,
2ch(x )2 − sh(2x )

x − ln(ch(x ))− ln(2)
=− 1+e−2x

ln(1+e−2x )
. ! !

&YFSDJDFT EhBQQMJDBUJPO EV DIBQJUSF �

�� NJO�
&9&3$*$& �

Montrer que : ∀(x , y ) ∈
(
#∗+

)2
, ln

J x + y
2

K
≥ ln(x ) + ln(y )

2
.

�� NJO�
&9&3$*$& �

Résoudre sur # les équations suivantes.

1. ch(x ) = 2 ;

2. cos
J

x − π
4

K
= sin

J
2x − π

4

K
;

3. x
#

x = (
#

x )x ;
4. arcsin(x ) = arccos(x ).

�� NJO�
&9&3$*$& �

Montrer que :

1. ∀x ∈#+, arctan(sh(x )) = arccos
9

1
ch(x )

:
;

2. ∀x ∈#, arctan(th(x )) =
1
2

arctan (sh(2x )).

�� NJO�
&9&3$*$& �

Étudier la fonction f : x :→
9

x −1
x

:x

.

��
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�� NJO�
&9&3$*$& �

Représenter graphiquement la fonction f : x :→ arcsin(sin(x )).

�� NJO�
&9&3$*$& �

Résoudre sur # l’équation arctan(x ) +arctan(x 3) =
3π
4

.

�� NJO�
&9&3$*$& �

Calculer arctan
9

1
2

:
+arctan

9
1
5

:
+arctan

9
1
8

:
.

� NJO�
&9&3$*$& �

Montrer que, pour tout x ∈#, pour tout n ∈%∗, on a :
9

1+ th(x )
1− th(x )

:n

=
1+ th(n x )
1− th(n x )

.

&YFSDJDFT EhBQQSPGPOEJTTFNFOU EV DIBQJUSF �

�� NJO�
&9&3$*$& "

Trouver la plus grande valeur de n#n pour tout n ∈%∗.

�� NJO�
&9&3$*$& #

Soit f : x :→ 1
ch(x )

.

1. Étudier l’ensemble de définition et les variations de f en précisant les limites aux bornes.
2. Montrer que la restriction de f à #+ est une bijection. On note f −1 la réciproque.
3. Donner les variations ainsi que les limites aux bornes de f −1.
4. Tracer les courbes représentatives des deux fonctions f et f −1.
5. Expliciter la fonction f −1.

�� NJO�
&9&3$*$& $

1. Montrer que arctan
9

1
2

:
+arctan

9
1
3

:
=
π

4
.

2. Pour tout x ∈#\
+π

8
+k
π

4
, k ∈$

,
, exprimer tan(4x ) en fonction de tan(x ).

3. En déduire la formule :
π

4
= 4arctan

9
1
5

:
−arctan

9
1

239

:
.

� NJO�
&9&3$*$& %

1. Montrer que pour tout x ∈ [0, 1] : arcsin(
#

x ) =
π

4
+

1
2

arcsin(2x −1).

2. Retrouver ce résultat en utilisant les formules de trigonométrie en posant x = sin(u )2.

�� NJO�
&9&3$*$& &

1. Soient a et b deux réels de sorte que tan(a ), tan(b ) et tan(a−b ) soient bien définis. Exprimer tan(a−
b ) en fonction de tan(a ) et tan(b ).

2. Soit p ∈%. Calculer arctan(p +1)−arctan(p ).

3. Pour tout n ∈%, calculer Sn =
n∑

k=0

arctan
9

1
k 2 +k +1

:
. En déduire la limite de la suite (Sn )n∈%.

��
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&9
&3

$*
$&

4

�� NJO�
&9&3$*$& '

1. (a) Montrer que pour tout θ ∈#\
+

2kπ, k ∈$
,

et pour tout n ∈%∗ :
n∏

k=1

cos
9
θ

2k

:
=

sin(θ )
2n sin(θ /2n )

.

(b) Pour tout θ ∈#\
+

2kπ, k ∈$
,

, montrer que :

lim
n→+∞

n∏

k=1

cos
9
θ

2k

:
=

sin(θ )
θ

.

(c) Que se passe-t-il avec cette égalité si θ ∈
+

2kπ, k ∈$
,

.

2. Montrer que pour tout x ∈
L
0,
π

2

M
:

lim
n→+∞

n∑

k=1

1
2k

tan
J x

2k

K
=

1
x
− 1

tan(x )
.

1SPCM¹NF

�� NJO�
1SPCM¹NF * "VUPVS EF MB GPODUJPO BSHUI

Le but de ce problème est d’étudier quelques propriétés de la fonction réciproque de la fonction tangente
hyperbolique.

1BSUJF " � -B GPODUJPO UBOHFOUF IZQFSCPMJRVF

1. Étudier les variations de la fonction tangente hyperbolique. Dresser son tableau de variation et
calculer les limites aux bornes de son domaine de définition.

2. Montrer que th induit une bijection de# sur ]−1, 1[. On appelle argument tangente hyperbolique,
et on note argth :]−1, 1[→# sa bijection réciproque.

1BSUJF # � -B GPODUJPO BSHVNFOU UBOHFOUF IZQFSCPMJRVF

1. Montrer que la fonction argth est dérivable sur ]−1,1[ et :

∀x ∈]−1,1[, (argth)′(x ) =
1

1− x 2
.

2. Pour tout y ∈]−1,1[, résoudre l’équation th(x ) = y . En déduire l’expression de argth(y ).
3. En utilisant Python, représenter sur un même graphique les courbes représentatives de th et argth.

1BSUJF $ � "QQMJDBUJPO

Dans cette partie, on propose trois façons différentes de simplifier l’expression de la fonction définie par :

f (x ) = argth

@
3x + x 3

1+3x 2

A
.

1. Déterminer le domaine de définition de f .
2. (a) Exprimer pour tout a ∈#, th(3a ) en fonction de th(a ).

(b) En déduire pour x ∈]−1, 1[, une expression simplifiée de f (x ).
3. (a) Pour tout x ∈]−1, 1[, calculer les dérivées de f et de h : x :→ 3argth(x ).

(b) En déduire pour x ∈]−1, 1[, une expression simplifiée de f (x ).
4. Utiliser l’expression obtenue dans la question 2 de la partie B pour trouver une expression simpli-

fiée de f (x ).

��
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$PSSJH¸T EFT 7SBJ�'BVY
a) Vrai. On vérifie que f (x +1) = f (x +3−2) = f (x +3) = f (x ).
b) Faux. La fonction valeur absolue est continue en 0 mais n’y est pas dérivable.
c) Faux. La fonction nulle est paire et impaire sur #. D’ailleurs, c’est la seule !
d) Vrai. Elle est 2π-périodique, donc en particulier 2kπ-périodique avec k ∈%∗.
e) Faux. cos(x ) = cos(y ) si et seulement si

(
x = y [2π] ou x =−y [2π]

)
.

f ) Vrai, il suffit de développer l’expression de gauche.
g) Vrai, par définition.

h) Faux. Cette égalité n’est vraie que pour x ∈
M
−π

2
,
π

2

L
.

i) Vrai. Il suffit de développer le calcul.

$PSSJH¸T EFT FYFSDJDFT EhBQQMJDBUJPO

&9&3$*$& �

Soit y ∈#∗+. On considère la fonction f : x :→ ln
J x + y

2

K
− ln(x ) + ln(y )

2
qui est définie et dérivable sur#∗+

comme composée et combinaison linéaire de fonctions dérivables sur #∗+. Ainsi :

∀x ∈#∗+, f ′(x ) =
1/2

(x + y )/2
− 1

2x
=

x − y
2x (x + y )

.

Comme x et y sont strictement positifs, f ′(x ) est du même signe que x − y , on en déduit le tableau de
variation de f :

x

f ′(x )

f (x )

0 y +∞

− 0 +

0

On en déduit que pour tout x ∈#∗+, f (x )≥ 0, ce qui prouve l’inégalité souhaitée.

��
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$IBQJUSF �� $PNQM¸NFOUT TVS MFT ¸UVEFT EF GPODUJPOT

&9&3$*$& �

1. On a : ch(x ) = 2⇐⇒ ex +e−x

2
= 2⇐⇒ e2x−4ex+1= 0. On pose X = ex et on résout l’équation du second

degré : X 2 − 4X + 1 = 0 qui admet deux racines réelles strictement positives : X1 = 2−#3 et X2 = 2+
#

3.
On revient à la variable de départ :

ch(x ) = 2⇐⇒
(
ex = 2−

#
3 ou ex = 2+

#
3
)
⇐⇒

(
x = ln(2−

#
3) ou x = ln(2+

#
3)
)
.

L’équation admet donc deux racines distinctes : ln(2−#3) et ln(2+
#

3).
2. Rappelons que :∀x ∈#, sin(x ) = cos

Jπ
2
− x

K
. On va utiliser cette relation pour se ramener à une égalité

entre deux cosinus :

cos
J

x − π
4

K
= sin

J
2x − π

4

K
⇐⇒ cos

J
x − π

4

K
= cos

9
3π
4
−2x

:
.

On en déduit que :

cos
J

x − π
4

K
= sin

J
2x − π

4

K
⇐⇒

(
x − π

4
=

3π
4
−2x +2kπ ou x − π

4
= 2x − 3π

4
+2kπ, avec k ∈$

)
.

En conclusion, les solutions de l’équation sont les réels x tels que :

x =
π

3
+

2kπ
3

ou x =
π

2
+2kπ, avec k ∈$.

3. Notons dans un premier temps que l’équation n’a de sens que pour x ∈ #∗+. On passe par la forme
exponentielle pour la résolution :

x
#

x = (
#

x )x ⇐⇒ e
#

x ln(x ) = ex ln(
#

x ).

On utilise ensuite l’injectivité de la fonction exponentielle :

x
#

x = (
#

x )x ⇐⇒#x ln(x ) = x ln(
#

x )⇐⇒#x ln(x ) =
x
2

ln(x )⇐⇒#x ln(x )
@

1−
#

x
2

A
= 0.

Comme x est strictement positif,
#

x est non nul, soit :

x
#

x = (
#

x )x ⇐⇒
(

ln(x ) = 0 ou
#

x = 2
)
⇐⇒

(
x = 1 ou x = 4

)
.

4. Cette équation n’a de sens que pour x ∈ [−1,1]. Comme arccos(x ) ∈ [0,π] et arcsin(x ) ∈
M
0,
π

2

L
, on

en déduit que arccos(x ) et arcsin(x ) sont dans l’intervalle
M
0,
π

2

L
. Par injectivité de la fonction sin sur cet

intervalle, on a :
arcsin(x ) = arccos(x )⇐⇒ x = sin(arccos(x )).

On va chercher à simplifier l’expression sin(arccos(x )). On rappelle que arccos(x ) ∈ [0,π], de sorte que
sin(arccos(x ))≥ 0, ainsi :

sin(arccos(x )) =
*

1− cos(arccos(x )2 =
#

1− x 2.

On est donc amené à résoudre l’équation : x =
#

1− x 2. L’inconnue x est donc forcément positif, on peut
passer au carré :

x =
#

1− x 2⇐⇒
(
x ≥ 0 et x 2 = 1− x 2

)
⇐⇒ x =

#
2

2
.

Finalement, l’équation admet une unique solution :

#
2

2
.

��
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1. On considère la fonction f : x :→ arctan(sh(x )) − arccos
9

1
ch(x )

:
qui est définie et dérivable sur #+

comme somme et composées de fonctions dérivables. On a :

∀x ∈#+, f ′(x ) =
ch(x )

1+ sh(x )2
− (−1)*

1−1/ch(x )2
−sh(x )
ch(x )2

=
ch(x )

1+ sh(x )2
− ch(x )*

ch(x )2 −1

sh(x )
ch(x )2

=
ch(x )

1+ sh(x )2
− 1
|sh(x )|

sh(x )
ch(x )2

On utilise alors le fait que la fonction sh est positive sur #+ et la relation :

∀x ∈#, ch(x )2 − sh(x )2 = 1.

On trouve alors : f ′(x ) = 0.
La fonction f est donc constante sur l’intervalle #+ et :

∀x ∈#+, f (x ) = f (0) = 0.

2. Soit x ∈ #, alors th(x ) ∈]− 1,1[. La fonction tan est bijective de
L
−π

4
,
π

4

M
sur ]− 1, 1[, il existe donc un

unique θ ∈
L
−π

4
,
π

4

M
tel que th(x ) = tan(θ ). Alors :

sh(2x ) = 2sh(x )ch(x ) =
th(x )

1− th(x )2
=

tan(θ )
1− tan(θ )2

= tan(2θ ).

Finalement : arctan(th(x )) = θ et
1
2

arctan (sh(2x )) = θ , d’où la relation souhaitée.

3FNBSRVF
On pouvait également utiliser une étude de fonction.

&9&3$*$& �
Pour commencer, on repasse à la forme exponentielle :

f (x ) = exp
9

x ln
9

x −1
x

::
.

Ainsi, f (x ) existe si et seulement si
x −1

x
> 0⇐⇒ x ∈]−∞,0[∪]1,+∞[. Le domaine de définition de f est

> f =]−∞,0[∪]1,+∞[.
f est dérivable sur> f comme composée de fonctions dérivables et pour tout x ∈> f :

f ′(x ) =
9

ln
9

1− 1
x

:
+

1
x −1

:
f (x ).

On est donc amené à étudier le signe de g : x :→ ln
9

1− 1
x

:
+

1
x −1

. g est une fonction définie et dérivable

sur> f et :

∀x ∈> f , g ′(x ) =− 1
x (x −1)2

.

Calculons les limites : lim
x→−∞

g (x ) = 0 et lim
x→+∞

g (x ) = +∞.

On peut ajouter que lim
x→0−

g (x ) = +∞ et lim
x→1+

g (x ) = +∞ même si nous n’en avons pas besoin pour cet

exercice.
On en déduit le tableau de variation de g :
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x

g ′(x )

g

−∞ 0 1 +∞

− +

0

+∞ +∞

0

La fonction g est donc toujours positive sur> f , ce qui permet trouver le signe de f ′ et les variations de f .
On va s’intéresser aux limites maintenant :
• Limite en −∞.

On pose u =− 1
x

de sorte que lorsque x tend vers −∞, u tend vers 0. On a donc :

lim
x→−∞

x ln
9

1− 1
x

:
= lim

u→0
− ln (1+u )

u
=−1.

Par composition des limites, on a : lim
x→−∞

f (x ) = e−1.

On procède de la même façon pour trouver la limite en +∞ qui est aussi e−1.
• Limite en 0−.
On pose X =−x de sorte que lorsque x tend vers 0−, X tend vers 0+. On a donc :

lim
x→0−

x ln
9

1− 1
x

:
= lim

X→0+
−X ln

9
1+

1
X

:
= lim

X→0+
−X ln

9
X +1

X

:
= lim

X→0+
−X ln (1+X ) +X ln(X ) = 0.

Par composition des limites, on a : lim
x→0−

f (x ) = 1.

• Limite en 1+.

On a : lim
x→1+

x ln
9

1− 1
x

:
=−∞.

Par composition des limites, on a : lim
x→1+

f (x ) = 0.

x

f ′(x )

f

−∞ 0 1 +∞

+ +

e−1

1 0

e−1

y

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 x−4 −3 −2 −1 1 2 3 4
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Notons dans un premier temps que pour tout x ∈#, sin(x ) ∈ [−1, 1] et arcsin est définie sur [−1,1], donc
f est définie sur#. On remarque également que f est 2π-périodique (c’est une conséquence du fait que
la fonction sinus est elle-même 2π-périodique). On peut restreindre l’étude à un intervalle de longueur
2π.
De plus, on a : ∀x ∈#, f (π− x ) = arcsin(sin(π− x )) = arcsin(sin(x )) = f (x ).
On en déduit que la droite d’équation x =

π

2
est un axe de symétrie de la courbe. On peut donc restreindre

le domaine d’étude à l’intervalle
M
−π

2
,
π

2

L
. En effet, l’axe de symétrie nous permettra de trouver le reste

de la courbe sur une période, et le caractère périodique de cette fonction nous permet de trouver le reste
de la courbe par translation.

Par définition, pour tout x ∈
M
−π

2
,
π

2

L
, on a : f (x ) = arcsin(sin(x )) = x . On en déduit directement le graphe

de la fonction f :

y

π
2

− π2

0 x− π2−π− 3π
2−2π π

2 π 3π
2 2π

On étend la courbe sur une période par symétrie

&9&3$*$& �
L’équation est bien définie pour tout x ∈#. Procédons par analyse-synthèse.

Analyse : Soit x une solution de l’équation, alors :tan(arctan(x ) +arctan(x 3)) = tan
9

3π
4

:
.

On utilise la formule de la tangente d’une somme :

x 3 + x
1− x 4

=−1⇐⇒ x (x 2 +1)
(1− x 2)(1+ x 2)

=−1⇐⇒ x
1− x 2

=−1⇐⇒ x 2 − x −1= 0.

On résout cette équation du second degré qui admet deux solutions réelles :
1+
#

5
2

et
1−#5

2
.

Synthèse : On va étudier la fonction f : x :→ arctan(x )+arctan(x 3). C’est une fonction définie et dérivable
sur #, comme composée de fonctions dérivables, et :

∀x ∈#, f ′(x ) =
1

1+ x 2
+

3x 2

1+ x 6
> 0.

La fonction f est donc continue et strictement croissante sur #, de plus :

lim
x→+∞

f (x ) =
π

2
+
π

2
=π et lim

x→−∞
f (x ) =−π

2
− π

2
=−π.

D’après le théorème de la bijection, f réalise une bijection de # sur ]−π,π[.

L’équation f (x ) =
3π
4

admet donc une unique solution dans #. Dans l’analyse on a trouvé deux candi-
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dats pour cette solution, il faut en exclure un. Remarquons que f (0) = 0 ≤ 3π
4

, comme f est strictement

croissante sur #, la solution de l’équation est forcément positive.

Pour conclure, cette équation admet une unique solution :
1+
#

5
2

.

&9&3$*$& �

Dans un premier temps, on peut remarquer que : 0<
1
8
<

1
5
<

1
2
<

1#
3

.

En utilisant la stricte croissance de la fonction arctan sur #, on a :

0≤ arctan
9

1
2

:
+arctan

9
1
5

:
+arctan

9
1
8

:
< 3arctan

9
1#
3

:
=

3π
6
=
π

2
.

On peut calculer la tangente de cette expression. La formule donnant la tangente d’une somme permet
de montrer que :

tan(a + b + c ) =
tan(a ) + tan(b ) + tan(c )− tan(a ) tan(b ) tan(c )

1− tan(a ) tan(b )− tan(a ) tan(c )− tan(c ) tan(b )
.

On applique cette formule à la somme précédente pour trouver :

tan
(

arctan
9

1
2

:
+arctan

9
1
5

:
+arctan

9
1
8

:)
= 1= tan

Jπ
4

K
.

On en déduit alors que :

∃k ∈$, arctan
9

1
2

:
+arctan

9
1
5

:
+arctan

9
1
8

:
=
π

4
+kπ.

On a vu que arctan
9

1
2

:
+arctan

9
1
5

:
+arctan

9
1
8

:
∈
M
0,
π

2

L
, ainsi :

arctan
9

1
2

:
+arctan

9
1
5

:
+arctan

9
1
8

:
=
π

4
.

&9&3$*$& �

Soit x ∈#, on a : 1+ th(x ) = 1+
ex −e−x

ex +e−x
=

2ex

ex +e−x
et 1− th(x ) =

2e−x

ex +e−x
. On en déduit que :

1+ th(x )
1− th(x )

=

ex

e−x
= e2x . Finalement : ∀n ∈%,

9
1+ th(x )
1− th(x )

:n

= (e2x )n = e2n x =
1+ th(n x )
1− th(n x )

.

$PSSJH¸T EFT FYFSDJDFT EhBQQSPGPOEJTTFNFOU

&9&3$*$& "
On rappelle que, pour tout n ∈%∗ : n#n = n 1/n . On va étudier la fonction f : x :→ x 1/x = eln(x )/x définie et
dérivable sur #∗+ comme composée de fonctions dérivables. On a :

∀x ∈#∗+, f ′(x ) =
1− ln(x )

x 2
eln(x )/x .

On en déduit que f ′(x ) est du même signe que 1− ln(x ) et : 1− ln(x )≥ 0⇐⇒ x ≤ e.
On en déduit le tableau de variation suivant :

��
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x

f ′(x )

f

0 e +∞

+ 0 −

ee−1

La fonction f admet donc un maximum en x = e ∈ [2, 3], ce qui signifie que la valeur maximale de n#n est
atteinte pour n = 2 ou n = 3.
On doit donc comparer

#
2 et 3#3.

On sait que 2<
9
4

, par croissance de la fonction racine carrée sur#+, on déduit que
#

2<
3
2

et
#

2
3 = 2

#
2<

3.
La stricte croissance de la fonction cube sur#, nous assure que :

#
2< 3#3. La valeur maximale de n#n est

donc 3#3.

&9&3$*$& #
1. f (x ) existe si et seulement si ch(x ) -= 0, ce qui est vrai pour tout x ∈#. La fonction f est donc définie
sur#. Elle est continue et dérivable sur# comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur
ne s’annule pas et :

∀x ∈#, f ′(x ) =− sh(x )
ch(x )2

.

Un carré étant toujours positif, f ′(x ) est du signe de −sh(x ). Notons de plus que :

lim
x→+∞

f (x ) = lim
x→−∞

f (x ) = 0 et f (0) = 1.

On en déduit le tableau de variations de f :

x

f ′(x )

f

−∞ 0 +∞

+ 0 −

0

1

0

2. La fonction f est continue (car dérivable) et strictement décroissante sur #+.
De plus f (#+) =]0,1]. D’après le théorème de la bijection, f réalise une bijection de #+ sur ]0,1].
3. La fonction réciproque f −1 a les mêmes variations sur son domaine de définition que la fonction f
sur #+, on en déduit qu’elle est strictement décroissante sur ]0,1]. De plus, par symétrie, on a :

f −1(1) = 0 et lim
x→0

f −1(x ) = +∞.

4. Voici les courbes représentatives des deux fonctions f et f −1 en respectant les informations précé-
dentes et la symétrie par rapport à la droite d’équation y = x :

���
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