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0 Rudiments de logique mathématiques

Lobjectif de cette partie est de présenter le vocabulaire et quelques propriétés de logique qui seront lar-
gement utilisés dans la suite de ce livre. Aucun développement théorique ne sera fait.

1.1. Propositions mathématiques et assertions

On appelle proposition mathématique un énoncé auquel on peut attribuer une valeur de vérité (vrai ou
faux). Deux propositions sont dites équivalentes si elles ont les mémes valeurs de vérité.

On admettra qu'une proposition est soit vraie, soit fausse et jamais les deux a la fois. On appelle cela le
principe du tiers exclu.

Exemple
Les énoncés suivants sont des propositions mathématiques :
e 1+1=2, cette proposition est vraie.
e 141=3, cette proposition est fausse.
e 71 =3,14, cette proposition est fausse.
Par contre, 141 n’est pas une proposition puisqu’on ne peut pas lui attribuer de valeur de vérité.
C’est une expression arithmétique dont le résultat est un réel.

Définition 1.1.

Soient 2 et £ deux propositions mathématiques.
* ET:laproposition « 2 et 2 » est vraie lorsque les deux propositions sont vraies et fausse
sinon.
= QU:la proposition « 2 ou £ » est vraie lorsque au moins une des propositions est vraie.
= Un prédicat (ou propriété), est un énoncé mathématique dépendant d'une ou de plu-
sieurs variables.

Exemple

«+/ x2 = x»estun prédicat, cette propriété est vraie pour tout x plus grand que 0, mais est fausse
sinon.

Pour définir les prédicats, il existe deux symboles mathématiques, appelés quantificateurs :

e Le quantificateur universel V signifie « pour tout ».
e Le quantificateur existentiel 3 signifie «il existe ».

Attention!

12



Chapitre 1. Rappel des outils de base

Remarque
On peut aussi écrire « 3! » pour dire «il existe un unique ».

Lordre des quantificateurs est essentiel, on ne peut intervertir, sans justification, que deux quantifica-
teurs de méme nature. En effet, les propositions :
VxeR,dJyeR/y>xetdy eR, VYx €R/y > x nesont pas équivalentes (la deuxieme est fausse!).

La proposition non & qui est vraie lorsque & est fausse et est fausse lorsque & est vraie est appelée
négation de & .

Exemple

On considere la proposition £ : «tous les éleves de la classe ont eula moyenne au dernier devoir »,
la négation de & est non & : «au moins un éléve n’a pas eu la moyenne au dernier devoir ».

A partir de cette définition, on peut vérifier que les propositions :
e non[¥x, 2(x)]et3x, non 2(x) sont équivalentes;
® non [Elx, Q(x)] et Vx, non 2 (x) sont équivalentes;
e non [9 et Q] et [non 2 ou non Q] sont équivalentes;
e non [9’ ou Q] et [non P et non Q] sont équivalentes.

Exemple

La négation de la proposition & : «il fait froid et il y a du vent » est non 2 : «il ne fait pas froid ou
iln'y a pas de vent ».

On dit qu'une proposition & implique une proposition £, on note : 2 = £, si a chaque fois que & est
vraie, £ ’est aussi. On dit alors que :

e 2 estune condition suffisante de L.
e 2 estune condition nécessaire de 2.

SiP = 2 et 2 = P, les propositions sont alors équivalentes, on note & <= 2.

Exemple

On considere les propositions 2 : «il pleut» et £ : «il y a des nuages ». Alors, # = £, autre-
ment dit, & est une condition suffisante de 2. Cependant, ces deux propositions ne sont pas
équivalentes car il peut y avoir des nuages et ne pas pleuvoir (on a alors £ vraie et & fausse).

1.2. Montrer une implication

Dans cette partie, on se propose de présenter plusieurs fagons de démontrer I'implication « 2 = 2 ».

1.21.  Démonstration « directe »
Pour démontrer une implication par déduction, on se base sur la propriété de transitivité suivante :
Si[? = 2et2=2|alors[? = Z].

Concrétement, pour démontrer cette implication, on suppose que & est vraie et, en utilisant des impli-
cations simples, on aboutit a la conclusion.
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Montrons que si n est divisible par 4, alors n est pair.

On suppose que 7 est divisible par 4, alors il existe k € Z tel que n =4k.
En posant k' =2k, ona: n=2k’ et k' €Z, ce qui prouve que n est pair.
On a bien montré I'implication souhaitée.

1.2.2. Démonstration par disjonction de cas

Pour montrer I'implication « [9”1 ouZ,ou...ou @n] = £ », on montre successivement les implications
« P, => Q»pour tout k €[1, n].

Montrons que pour tout entier n € N, n(n+1)(2n+1) est un multiple de 3. Pour cela, on remarque
qu'un nombre entier quelconque peut s'écrire de 3 fagons possibles : 3k, 3k+1 ou3k+2ou k €N.
On va donc procéder par disjonction de cas :

e s'ilexiste k e Ntelque n =3k, alors: n(n+1)(2n+1)=3k(n+1)(2n+1) qui est bien divisible

par 3;

o il existe k e Ntel que n =3k +1, alors: n(n+1)(2n+1) =3(2k + 1)n(n + 1) qui est bien
divisible par 3;

o s’il existe k € N tel que n =3k +2, alors: n(n+1)(2n+ 1) =3(k + 1)n(2n + 1) qui est bien
divisible par 3.

On en déduit que la propriété est vraie pour tout 7 € N.

1.2.3. Démonstration par contraposée

On appelle contraposée de 'implication [ = 2] 'implication équivalente
[non = non 2.

On considere 'implication : il pleut, alors il y a des nuages. La contraposée de cette implication
est: il n'y a pas de nuage, alors il ne pleut pas.

Dans certaines circonstances, pour montrer une implication, il peut étre plus simple de montrer la contra-
posée.

Soit n € N. Montrer que si n? est pair alors n est pair. On va montrer la contraposée, c’est-a-dire :
si n est impair alors n? est impair.
On suppose qu’il existe k e Ntel que: n=2k+1.On aalors:

n® =2k +1P?=4k*+4k+1=22k* +2k)+ 1.

On voit que 2k? + 2k est un entier naturel, ce qui prouve que n? est un nombre impair.

1.2.4. Leraisonnement par I'absurde

Le raisonnement parI’absurde consiste a supposer la proposition ( P etnon2 ) eten déduire une contra-
diction.



Chapitre 1. Rappel des outils de base

Exemple
Soit x € R. Montrer que si Ve >0, x <¢, alors x <0. On va procéder par I'absurde.
On suppose que pour tout € >0, x < e et x> 0.

X X
Par hypothese, x est strictement positif, ce qui implique que x > 7 On choisit alors € = —

2 ’
X
d’apres la supposition de départ, ona: x < 7 On aboutit a une contradiction, ce qui prouve le

résultat souhaité.

1.2.5. Démontrer une équivalence

Pour montrer 'équivalence 2 <= £, on montre les deux implications séparément.

Exemple
Soit A un réel positif et B un réel quelconque. Montrer I'équivalence :

VA=B<=[A=B*et B>0].

=4 n suppose que = B. Par définition de la racine carree, A = et est positif, et donc
(=) On suppose que vA = B. Par définition de la raci se, A= B? et v/A est positif, et d

B aussi.
(<) On suppose que A= B2 et B > 0. Alors : VA= +/B2 =|B|. Comme B est un réel positif, on a:
|B|=B,dot1: VA=B.

e Les raisonnements a connaitre

Dans cette partie, nous allons présenter des démonstrations classiques qu'il faut maitriser en vue de
résoudre les problémes a venir dans les différents chapitres.

2.1. Le contre-exemple

On peut montrer qu'un prédicat universel « (Vx, W(x)) », est faux en trouvant un contre-exemple : une
valeur de x pour laquelle 2(x) est fausse. C’est un principe important a comprendre et a utiliser pour
vérifier certaines propriétés :

Exemple

On considere la proposition : pour tous réels positifs x et y, /x+y =vXx+ /7.
Cette proposition est fausse, en effet, pour x =1let y =1: vI+1# /1 + V1.

Exemple
La proposition « tous les nombres entiers impairs sont premiers » est fausse, en effet, 9 est un
nombre impair et n’est pas un nombre premier (9 est divisible par 3).

2.2. Les problemes d'existence et/ou d'unicité

Prouver I'existence d'un objet mathématique vérifiant certaines propriétés est, en théorie, assez simple, il
suffit d’exhiber un tel objet. En pratique, cela peut s’avérer tres compliqué, car ne pas trouver d’exemple
ne prouve pas qu'il n'en existe pas. Les preuves d'unicité sont quant a elles plus « systématiques » : on
suppose qu’il existe deux objets vérifiant la proposition et on montre qu’ils sont égaux.
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Montrer qu'il existe un unique réel positif x tel que x2 =1.

Existence : Le réel x =1 convient.

Unicité : On suppose qu’il existe deux réels positifs x et x’ tels que x> = x> =1. Alors : x = x’ ou
x =—x’. Laseconde relation est exclue car alors x ou —x’ serait négatif. On en déduit que x = x’.

2.21. Leraisonnement par analyse-synthese

Lorsque I'on veut démontrer une proposition & et que 'on n’a pas d’idée pour démarrer notre preuve
(c’est notamment le cas lorsque I'on souhaite montrer I'existence d'un objet), on peut procéder en deux
temps :
e Lanalyse : On suppose que la proposition & est vraie et on en déduit des conditions nécessaires
pour que cette proposition puisse effectivement étre vraie.
e Lasynthese: On vérifie que les conditions trouvées précédemment permettent bien de démontrer
cette proposition.
Dans le cadre d’'une preuve d’existence et d'unicité, 'analyse sert a déterminer des conditions sur I'objet
recherché : on dresse son portrait robot. La synthese, elle, permet de vérifier que cet objet fonctionne et
que I'on ne s’est pas trompé de coupable.
Dans cette situation, 'analyse revient a prouver I'unicité de |'objet et la synthese prouve 'existence.

Montrons que toute fonction f définie sur R s’écrit de maniere unique comme somme d’'une
fonction paire p et d'une fonction impaire i. On va procéder par analyse-synthese.

Soit f une fonction définie sur R.
o [ estpairesietseulementsiVxeR, f(—x)= f(x);
e f estimpaire siet seulementsi Vx €R, f(—x)=—f(x).

Analyse : On suppose qu'il existe p une fonction paire définie sur R et i une fonction impaire
telles que: Yx €R, f(x)=p(x)+i(x).

Soit x €R, alors: f(x)=p(x)+i(x)et f(—x)= p(—x)+i(—x) = p(x)—i(x). En additionnant ces
deux relations, on obtient :

() + fl=x)
p(x)= —
Si on soustrait ces deux relations, on a :
)2 {0 =1Ex)
2
Synthese : On pose, pour tout x eR: p(x) = w eti(x)= w Il est clair que

f =p+i. Vérifions que p est une fonction paire et i une fonction impaire. On a alors :

Vx eR, p(—x)= w =p(x).
p est une fonction paire. De plus :
Vx€eR, i(—x)= w =—i(x).

i est bien une fonction impaire.Finalement, on a bien prouvé la proposition.
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Le raisonnement par analyse-synthese s’avere aussi tres utile pour résoudre des équations :

Exemple

Résoudre I'équation v/x +2 = x pour x €R.

Analyse : Soit un réel x tel que v x+2 = x. Alors, en élevant au carré, x est une solution de
I'équation du second degré : x +2 = x> dont les racines sont : x; =—1 et x, = 2. On en déduit que
X estsoit égal a —1, soita 2.

Synthese : On vérifie si les deux candidats de 'analyse sont des solutions de I'équation. 2
convient parfaitement, par contre —1 ne fonctionne pas, en effet : v—1+2=1#—1.

Finalement, I'’équation + x + 2 = x admet une unique solution réelle qui est 2.

2.3. Lesraisonnements par récurrence

Avant de présenter les raisonnements par récurrence, nous allons donner une propriété importante de
I'ensemble des entiers naturels que nous admettrons.

Proposition 1.2.

Toute partie non vide de N admet un plus petit élément.

Conséquence : Il n’existe pas de suite infinie d’entiers naturels strictement décroissante.

2.31. Le principe de récurrence

Proposition 1.3. Récurrence simple

Soit ny € N. On considére une propriété (ou un prédicat) &, définie pour n € N, n > n, telle
que:

* |nitialisation : Py, est vraie;

« Hérédité : pourtout n €N, n > ny, si 2, est vraie, alors 2, I'est aussi.
Alors, pour tout n €N, n > ny, 2, est vraie.

Démonstration

On considere 'ensemble A= {n €N, n>ny, 2, est fausse}.

On suppose que A est non vide, il admet donc un plus petit élément que nous noterons m qui est différent
de n, (car 2, est vraie). Alors m —1 n’est pas dans A et donc I'entier suivant, m, n’est pas non plus dans

A ce qui amene a une contradiction. On en déduit que A est vide. ]
Exemple
. . s n+1)
Montrer que pour tout n €N, la somme S, des n premiers entiers naturels est égale a —
nn+1)
s——

Soit n € N. Montrons par récurrence sur n € N la propriété &, : « S, = >

Initialisation: Pour n =0, S, =0, la propriété est évidente.
Hérédité : Soit n € N. On suppose que 2, est vraie, montrons que Z,,, l'est encore. Par défini-
nn+1)

tion: S, =S, +(n+1). D’apres '’hypothese de récurrence, ona: S, = —
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nn+1 n+1l)(n+2
Ainsi:Sn+1=Q+n+1=¢.

2,1 est bien vraie. D’apres le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout n € N.

On va maintenant présenter deux variantes du raisonnement par récurrence : la récurrence double et la
récurrence forte.

2.3.2. Larécurrence double

Proposition 1.4. Récurrence double

Soit ny € N. On considére une propriété (ou un prédicat) &, définie pour n € N, n > n, telle
que:

* Initialisation: 2, et %, ., sont vraies;

* Hérédité : pourtout n €N, n > ny, si 2, et 2, sont vraies, alors 2, ., I'est aussi.
Alors, pour tout n €N, n > ny, 2, est vraie.

Exemple

On considere la suite de Fibonacci définie par: uy=0, u; =1, Yn €N, u, ., =, + U,.

Soit n € N*. Montrons par récurrence double sur n € N* la propriété 2, : « u,, € N*».
Initialisation: Pour n =1 et n =2, la propriété est évidente.

Hérédité : Soit n € N*. On suppose que 2, et &, ., sont vraies, montrons que 2, _, 'est encore.
Ona: u,,,=u,,; +u,. Lasomme de deux entiers naturels non nuls est encore un entier naturel
non nul, Z, ., est bien vraie.

D’apres le principe de récurrence double, la propriété est vraie pour tout n € N*.

2.3.3. Larécurrence forte

Proposition 1.5. Récurrence forte

Soit ny € N. On considére une propriété (ou un prédicat) &, définie pour n € N, n > n, telle
que:
* Initialisation : 2, est vraie;
= Hérédité: pourtout n €N, n > ny, si, pour tout k € [ng, n], 2 est vraie, alors &, l'est
aussi.
Alors, pour tout n €N, n > ny, 2, est vraie.

Exemple

Montrons par récurrence forte sur n € N, n > 2, la propriété 2, : « n admet une décomposition
comme produit de nombres premiers ».

Initialisation : 2 est un nombre premier, donc £, est vraie.

Hérédité : Soit n € N, n > 2. On suppose que &, est vraie pour tout k € [2, n], montrons que
2,1 'est encore. Deux cas sont a considérer :

e soit n+1 est premier, dans ce cas, #,,, est bien vraie;

e soit n + 1 n'est pas premier, alors, il existe deux entiers p et g avec2<p<net2<qg<n
tels que n+1 = pq. Or, 2, et 2, sont vraies, donc p et g sont des produits de nombres
premiers et n+ 1 aussi. &, est encore vraie.

D’apres le principe de récurrence forte, la propriété est vraie pour tout n €N, n > 2.
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e Inégalités

Définition 1.6. Relations < et <

* Soient x et y deux réels. On dit que x est inférieur a y, et on note x < y ou y > x, si
¥y — x est un réel positif.
* Si x et y sont deux réels différents tels que x < y, onnote x < y ou y > x.

Proposition 1.7. Compatibilité

Soient x, y, z et t quatre réels.
* Six<yetz<t alorsx+z<y+t.
* Si0<x<yet0<z<t alors0<xz<yt.

Démonstration
° Onay+t—(x+z)=(y—x)+(t—z)GJRJr car y —x et t —z sont des réels positifs.
e Onayt—xz=yt—yz+yz—xz=y(t—z)+z(y—x)eR,cart<z,x<y,y€R, etz€R,.
|

Définition 1.8. Valeur absolue

Soit x € R. On définit | x| par :

Remarques
e Par définition, |x| > 0 pour tout réel x.
e Pour tout réel x, vx2=|x|.
e Pour tout réel x, | x| =max{x,—x}.

Exemples
e Ona|3|=3et|—n|=m.
e Onsepropose de donner une expression de |3x —4| sans valeur absolue. Le tableau de signe
de3x—4est:

X —00 4/3 +00

3x—4 - 0 +

On en déduit donc
3x—4 six>4/3

VxeR, [3x—4|= .
| | {4—3x six <4/3
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Proposition 1.9. Propriétés

Soient x et y deuxréels.Ona:
* =xl=Ixl;
xy|=lxlx|yl;
x+y| <|x|+ |y| (inégalité triangulaire);
el =[y]| <[x=v]

Démonstration

o C’est clair par définition de la valeur absolue.
e C’est clair en utilisant le fait que | x| = v/x2.
e On va procéder par disjonction de cas :
= Si x et y sont positifs, alors |x + y| =x+y=|x|+ |y |, I'inégalité est vérifiée dans ce cas.
= Si x et y sont négatifs, alors |x + y| =—x—y=|x|+ | v |, I'inégalité est vérifiée dans ce cas.
= Si x et y sont de signe contraire, par exemple x positif et y négatif. Sans perte de généralité,
on peut supposer que | x| > |y| On alors x + y >0, ainsi |x+y| =x+y<x—y=|x|+ |y|
o Cette inégalité est juste une conséquence de 'inégalité triangulaire. On a:

|x|=ix—y+y|$|x—y|+|y,

donc|x|—|y| < |x—y|.0nmontre de méme que |y|—|x|5 \x—y|,donc ||x|—|y|| < |x—y|.
|

Proposition 1.10.

Soient a et b deux réels. Soit .7, , ={x €R, |x —a| < b}. Alors

¥ = @ sib<0
“b=\la—b,a+b] sib>0"

Démonstration

e Si b <0, comme |x —a|>0 (par définition d'une valeur absolue), on a.¥, , =@.
e Sib>0.Six>a,alorsona:

|[x—al|<bhb < x—a<b < x<a+b < x€la,a+b].
De méme, si x <a,
|x—a|<b <= a—x<bsa—-b<x < x€la—Db,al.

On en déduit que x €[a—b,a + b].

Exemple

On se propose de résoudre 'inéquation |2x + 3| > 1. Pour cela, notons que :
1

> -,
2

3
2x+3|>1 << x+§

3 1
Or, [x + > < > si et seulement si x €[—2,—1]. Finalement :

2x+3|> 1< x €]—00,—2[U]—1,+00].
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Définitions 1.11. Partie minorée, majorée, bornée

Soit A une partie non vide de R. On dit que :
* Aest minorée s'il existe m € R tel que pour tout x€ A, x > m;
* Aest minorée s'il existe M €R tel que pourtout x€e A, x < M ;
= Aest bornée si A est minorée et majorée.

Exemples
e Lintervalle [a, b] est majoré par b + 1 et minoré par a —3.
e Lensemble {cos(n), n € N} est majoré par 1 et minoré par —1.

Définitions 1.12. Majorant, minorant

Soit A une partie non vide de R.
= Si A est minorée, on appelle minorant tout réel m tel que pour tout x € A, x > m.
= Si A est majorée, on appelle majorant tout réel M tel que pour tout x € A, x < M.

Remarque

Si M est un majorant (resp. m est un minorant) d'une partie non vide A de R, tout réel supérieur ou égal
a M estun majorant de A (resp. tout réel inférieur ou égal a m est un minorant de A). On veillera a ne pas
parler du majorant (ou du minorant) d'une partie, mais d'un majorant (ou d’'un minorant).

Définitions 1.13. Plus grand élément, plus petit élément

Soit A une partie non vide de R. On dit que :

= m est le plus petit élément si, m € A et pour tout x € A, m < x;
* M est le plus grand élément si, M € A et pour tout x € A, M > x.

Remarque
S’il existe, un tel élément est unique, donc on parle bien du plus petit élément/du plus grand élément.

Exemples
e Lintervalle |-1,2[ est évidemment borné mais n’admet ni plus petit, ni plus grand élément.
Par contre, 'intervalle [—1,2] admet un plus petit élément (qui est —1) et un plus grand
élément (qui est 2).
1
e Lensemble {—, ne N*} admet un plus grand élément qui est 1 mais n’admet pas de plus
n

petit élément.

Définition 1.14. Partie entiére

Soit x un réel. L'ensemble {n € Z, n < x} admet un plus grand élément, que I'on note | x| et
que I'on appelle partie entiere de x.
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Remarques
e La partie entiére d'un réel est un entier relatif.
e Pour toutréel x,ona|x]< x <|x]+1. Cet encadrement peut étre tres utile pour enlever une partie
entiere, en effet :
lx|=k<=k<|x|<k+]1.

e Onal3|=3,|v2]=1et|-1,7]=—2.
e On se propose de résoudre 'équation |[2x +3]=3.On a:

1
2x+3]=3 <= 3<2x+3<4 < 0§x<5.

G Les ensembles

En mathématiques, un ensemble est une « collection » d’objets (réels, entiers, fonctions,...) appelés élé-
ments. Pour manipuler un ensemble, on a besoin de le définir clairement a travers des notations. On en
connait déja plusieurs qui définissent des ensembles particuliers :

e N:l'ensemble des entiers naturels;
e Z:1'ensemble des entiers relatifs;
e Q:l'ensemble des nombres rationnels (ce sont les nombres qui peuvent s’écrire comme une frac-
tion de deux entiers);
e R:I'ensemble des nombres réels;
e C:l'ensemble des nombres complexes (voir chapitre 3).
Vous avez également manipuler d’autres ensembles :
e [a, b]l'intervalle constitué de tous les nombres réels supérieurs ou égaux a a et inférieurs ou égaux
ab.
e [a, b]'ensemble des nombres entiers supérieurs ou égaux a a et inférieurs ou égauxa b.
Tout au long de ce livre, nous introduirons plusieurs autres notations.
Il existe d’autres ensembles qui ne nécessitent pas de notations particuliéres, pour ceux 13, il existe deux
facons de les noter :
e Lanotation en compréhension : on décrit'ensemble comme une partie d'un ensemble plus grand
formée des éléments vérifiant plusieurs propriétés. Par exemple :

Az{xeR, xzzl}.

e La notation en extension : on décrit I'ensemble par la liste explicite des éléments qui composent
cet ensemble. Par exemple :
B={0,2,4,...} ={2k, keN}.

Lensemble E des multiples de 3 peut s’écrire : E = {3k, ke Z} = {n €Z,dke€Z n= 3k}, on
pourra noter E =3Z.
On a également :

° Q:{B,pEZ,qEZ*}; ° R7={XER,XSO};
n e R.={xeR 120},
* 0= ligy et e I -
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4.1. Généralités

“@- Définition 1.15.

Soient E et F deux ensembles.
= On note e € E pour dire que I'élément e appartient a I'ensemble E.
= L'ensemble ne contenant aucun élément se note @ que I'on nomme ensemble vide.
* Un singleton est un ensemble ne contenant qu'un seul élément.
= On dit que deux ensembles sont égaux s'ils contiennent les mémes éléments.
* Ondit que E estinclus dans F si: Yx € E, x € F. On note E C F et on dit que E est un
sous-ensemble de F ou encore que E est une partie de F.
* Deux ensembles E et F sont égaux si et seulementsi EC F et F CE.

@ Définition 1.16.

Soit E un ensemble. L'ensemble des sous-ensembles de E forme un ensemble appelé
ensemble des parties de E et est noté 2 (E). Autrement dit :

AeP(E)<ACE.

Remarque
Lensemble vide et E sont deux éléments de 22 (E).

Exemple
Soit E = {a, b, c}, alors 2 (E)= {@, {a},{b},{c},{a,b},{a,c}, {b, c},E}.

4.2. Opérations et ensembles

Définition 1.17.

Soient E un ensemble, A et B deux sous-ensembles de E.
* Laréunion de A et B notée AU B est le sous-ensemble de E constitué des éléments qui
sontdans Aoudans B: AUB={x€E, x€Aoux€B}.
Sur la figure ci-dessous, I'union de A et B correspond a la zone grisée.

g
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Définition 1.18.
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Proposition 1.19.

Soient A, B et C trois sous-ensembles de E. Alors :

« (ANB)NC=AN(BNC). « ANB=AUB.

* (AUB)UC =AU(BUC). * (ANB)UC =(AUC)U(BUC).

« AUB=ANB. * (AUB)NC=(ANC)U(BNC).
Remarque

La troisieme et la quatrieme égalité (en lisant en colonne) s’appellent les lois de De Morgan.

Démonstration
On prouve ces égalités en procédant par double inclusions. ]

Définition 1.20. Produit cartésien

Soit E, E,, ..., E, désignent n ensembles, on définit le produit cartésien E; x ... x E, comme
I'ensemble :
E x---xE, :{(xl,...,xn), Viell,n], x; eEi}.

Lorsque pour tout i €[[1,n], E;= E,onnote: E x---x E=E".

Remarque
11 ne faut pas confondre les ensembles {(1,2)} (qui contient un seul élément) et {1,2} (qui en contient
deux).

4.3. Partition d'un ensemble

~@- Définition 1.21. Partition d'un ensemble

Une partition d'un ensemble E est une famille de sous-ensembles (A;);c; de E vérifiant :

o Y(i,j)ell,nl? A; NA; =@ (on dit que les ensembles sont deux a deux disjoints) ;
n

e [ Jai=E.
i=1
Sur la figure ci-dessous, on a représenté une partition d'un ensemble E.

Exemple
Onnote P = {Zk, ke N} etl= {Zk +1,ke N}. La famille {P, I} forme une partition de N.
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9 Les applications

5.1. Généralités

Définition 1.22. Application

Une application (ou fonction) de E dans F associe a tout élément de E un unique élément de

F.Pour désigner une application, on notera f: E — F .
x — f(x)

L'ensemble des applications de E dans F est noté Z(E, F) ou encore FE.

Remarque

Deux fonctions f et g sont égales si et seulement si elles ont le méme ensemble de départ £, méme
ensemble d’arrivée F et si, pour tout x € E : f(x) = g(x).

Ily a quelques applications qu’il est important de connaitre et qui nous seront tres utiles pour la suite.

Définition 1.23. Application identité

Soit E un ensemble. On appelle application identité de E et on note idg I'application de E dans
E définie par:Vx € E, idg(x)= x.

Définition 1.24. Indicatrice

Soit E un ensemble et A une partie de E. On appelle indicatrice de A, notée 1 4, est I'application

de E & valeur dans {0,1} définie par: Yx € E, ]lA(x)={ (1) :;;:A

Définition 1.25. Graphe d'une application

On appelle graphe, noté T, d'une application f : E — F le sous ensemble de E x F défini par :

= {(x,f(x)), X € E}

Il arrive que I'on étende ou que I'on réduise I'ensemble de départ d'une application pour faire apparaitre
certaines propriétés.

Définition 1.26.

Soient E et F deux ensembles et A une partie de E.
= Soit f : E — F une application. On appelle restriction de f au sous-ensemble A, notée
fia I'application définie par fiu: A — F .
x = f(x)
* Si f estune application de A dans F, on appelle prolongement de f a E toute application
g : E — F vérifiant pour tout x € A : g(x) = f(x).
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Exemple
¢ Considérons I'application f: R — R, .Alors fg, =idg,.
x = x|
e Lapplication f: R — R  peut se prolonger en une fonction f définie et conti-
x — xlnx
nue sur R, en posant f(0)=0.

5.2. Applications et ensembles

"~ Définition 1.27. Image directe

Soient f : E — F une application et A un sous-ensemble de E. On appelle image directe de A
par f, la partie de F, notée f(A), définie par : f(A)={f(x), x € A}.
En particulier, f(E)=Imf est appelée image de f.

F

f(E)

0 E
Exemple
On considere 'application f : R —R . Notons que pour

x —x? Va

tout x € R, x2 > 0. Ainsi f(R) € R,. On peut également mon-
trer que tout élément de R, admet un antécédent dans R par f
(c’est la définition de la racine carrée), ainsi f(R)=R,.

Avec une étude similaire, on peut montrer que

f([—1/2,1])=[0,1], £

ce qui est illustré sur la figure ci-contre.

*\QL Définition 1.28. Image réciproque

Soient f : E — F une application et B un sous-ensemble de F. On appelle image réciproque
de B par f, la partie de E, notée f~'(B), définie par: f~'(B)={x € E, f(x)e B}.
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Exemple

x —x?
Un carré étant toujours positif, ona: f~1(R*) =@.
De méme, 1 admet deux antécédents 1 et —1, ainsi :

On considere I'application f: R —R . \ Ya /
| |
| |
1 1

f7H({1}) = {—1,1}. Enfin, a partir du schéma ci-contre, on N

a f([1,4)=[-2,~1]u[1,2]. t#ﬁ&%

5.3. Composition

@~ Définition 1.29. Composition d'applications

Soient f : E — F et g : F — G deux applications. La composée de g et f est I'application

notée g o f définie par :
gof: E — G
x = g(fw)

Remarque
Pour que g o f existe, 'ensemble d’arrivée de f doit étre inclus dans ’ensemble de départ de g. On peut
illustrer la composée de deux applications comme ceci :

/gif\
E ! F 8 G

Lorsque l'application g o f existe, f o g n'existe pas forcément. Si jamais les deux existent, en général,

fog#gof.

Exemple

On considere les deux applications f: R* — R* etg: Rt — R
1 x ~— Inx
X - -
X
Onafog: RY — R* .Parcontre go f n'existe pas puisque f(R*)=R*n’est pas un sous-
e
In x
ensemble de 'ensemble de départ de g, en effet, —1 n'admet pas d'image par g o f par exemple.
Par contre, g o fURi existe.
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Exemple

On considere les deux applications f: R — R, etg: R, — R .
x — x?° X = /X
Onaalors fog: R, — R, ,ainsi fog=idg,.
x - X =x
Parcontregof: R — R .

x — Jx2=]x]|

Proposition 1.30. Associativité de la composition

Soient f:E—F,g:F — G et h:G — H trois applications, alors :
ho(gof)=(hog)of.

Démonstration
La preuve est claire et découle de la définition de o. ]

Remarque

Lassociativité de o estimportante : elle indique que I'on peut faire les opérations de composition (lorsque
que l'on peut les faire) dans 'ordre que I'on veut. Ainsi, on notera h o g o f pour indiquer ho(go f) ou

(hog)of.

Proposition 1.31.

Si f: E — E est une application, alors foidg =idgo f = f.

Démonstration
La preuve est claire et découle des définitions de o et id;. [ ]

Définition 1.32.
Soient n € N et une application f: E — E. On définit la n-iéme itérée de f par:

fO=idg, f"=fo-of.
—_——

n fois

5.4. |Injection, surjection, bijection

5.4.1. Application injective

Définition 1.33. Application injective

Soit f : E — F une application. On dit que f est injective si:

Y(x,x)e E? f(x)=f(x)=>x=x".

Une application injective est une application pour laquelle tous les éléments de I’ensemble de départ ont
des images différentes par f. La figure page suivante illustre cela. En effet, aucun des éléments e; n'ont la
méme image. Il peut exister des éléments de F qui n’'ont aucun antécédent (f; sur ce schéma).
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Remarque
Soit f : E — F une application. On peut reformuler la définition d’injectivité de f de deux manieres :

e Tout élément de F admet au plus un antécédent par f.
e Pour tout y € F,I'équation f(x)= y admet au plus une solution dans E.

Exemple
Lapplication f : R — R, nest pas injective, en effet f(1) = f(—1) = 1. Cependant, en
x — x?
changeant 'ensemble de départ, on peut obtenir une application qui est injective, par exemple
g: R, — R, .
x - x?

Proposition 1.34.

Soient f : E — F et g : F — G deux applications. Si f et g sont injectives, alors g o f est
injective.

Démonstration

Soit (x, x") € E* tel que g o f(x) = g o f(x’), alors : g[ f(x)] = g[ f(x")]. Cependant, g est une application
injective, ainsi : f(x)= f(x’). On utilise maintenant I'injectivité de f pour obtenir que x = x’. On a bien
montrer que g o f est injective. |

5.4.2. Application surjective

Définition 1.35. Application surjective

Soit f : E — F une application. On dit que f est surjective si tout élément de F admet au
moins un antécédent par f, autrement dit, si: Yy € F, 3x€ E f(x)=y.

Une application surjective est une application pour laquelle tous les éléments de 'ensemble d’arrivée
admettent au moins un antécédent dans E par f. La figure suivante illustre cela. Tous les éléments de F
possedent au moins un antécédent, certains en ont méme plus (f;).
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Exemple
Lapplication f: R — R n’estpassurjective, en effet le réel —1 n'admet pas d’antécédents
x - x?
réels. Parcontreg: R — R, estune application surjective.
2
X = X

Proposition 1.36.

Soit f: E — F, f est surjective si et seulement si f(E)=F.

Démonstration

(=) On suppose que f est surjective.

Par définition, f(E) ¢ F. On va montrer 'autre inclusion. Soit y € F, comme f est surjective, il existe

x € E tel que y = f(x), autrement dit, y € f(E).

Onabien F C f(E)etdonc f(E)=F.

(<) On suppose que f(E)=F.

Soit y € F,alors y € f(E)cequirevientadireque:3x € E, y = f(x). f estbien une application surjective.
|

Proposition 1.37.

Soient f: E — F et g : F — G deux applications. Si f et g sont surjectives, alors g o f est
surjective.

Démonstration

Soit z € F, par surjectivité de 'application g, il existe y € F tel que z = g(y).
Lapplication f étant surjective, il existe x € E tel que y = f(x).
Par conséquent : z = g( f (x)) =g o f(x). Finalement, on a montré que :

VzeG,dx€E, z= fog(x).
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5.4.3. Application bijective

Définition 1.38. Application bijective

Soit f : E — F une application. On dit que f est bijective si elle est injective et surjective.
Autrement dit, f est bijective si et seulement si tout élément de F admet exactement un anté-
cédent par f. L'application f : E — F est donc bijective si et seulement si :

VyeF dlxeE f(x)=y.

Théoréme 1.39.

Une application f : E — F est bijective si et seulement s'il existe une application
g:F — E telleque gof =idp et fog =idg. L'application g est alors appelée application
réciprogue de f et est notée f1.

Une application bijective est une application pour laquelle tous les éléments de I'ensemble d’arrivée
admettent exactement un antécédent dans E par f. Il est possible de construire une nouvelle application
qui a un élément de F lui associe son unique antécédent par f dans E, c’est 'application f~!. Le schéma
ci-dessous illustre cela :

E F

Exemple

On a vu précédemment que 'application f : R, — R, estinjective et surjective. C’est
x — x?

donc une application bijective. Son application réciproqueestg: R, — R, .

X = /X
Lapplicationln: R* — R estbijective, son application réciproque est
x = Inx
exp: R — R} .
x — e

Proposition 1.40.

Soient f : E — F et g : F — G deux applications. Si f et g sont bijectives, alors go f est
bijective et sa bijection réciproque est (go f)™' = flog™.
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Démonstration

f et g sont injectives, donc g o f est aussi injective.

f et g sont surjectives, donc g o f est aussi surjective.
Par conséquent, g o f est bijective.

Il nous reste a vérifier que :

(gof)o(flog)=gog ' =1dg, (fog o(gof)=Ff"of =1d;.
Ainsi:(gof)'=f"Tlog™. [ ]

6 Les relations binaires

Définition 1.41. Relation binaire

Soit E un ensemble. On appelle relation binaire 2 sur E la donnée d'un ensemble G ¢ E2. On
dit alors que x est en relation avec y, ce qui se note x2Z y, si et seulement si (x, y)€G.

Définition 1.42.

Soit Z une relation binaire sur un ensemble E. On dit que # est :
« réflexive sipourtout x € E : xZ x;
= symétrique si pour tout (x,y)€E?: xRy = yR x;
* antisymétrique si pour tout (x, y) € E?: [x%y et y%x] —=x=y,
= transitive si pour tout (x,y,z)€ E%: [x%y et y%z]=> XRz.

Exemples
e Soit E un ensemble quelconque. La relation d’égalité sur E est réflexive, transitive, symé-
trique et antisymétrique.
e Larelation < sur R est réflexive, transitive et antisymétrique. Elle n’est pas symétrique.
e Soit E un ensemble quelconque. La relation d’inclusion sur 2 ( E) est réflexive, transitive et
antisymétrique.

6.1. Relation d'équivalence

>

@ - Définition 1.43. Relation d'équivalence

On appelle relation d'équivalence toute relation binaire réflexive, symétrique et transitive sur
un ensemble non vide.

Exemples
e Soit(z,p)eRXZ.
— Deuxréels x et y sont congrus modulo z, noté x = y[z], s'il existe un entier k tel que
x=y+kz.
- Deux entiers m et n sont congrus modulo p, noté n = m[p], s'il existe un entier k tel
quen=m+kp.
On peut vérifier que les congruences sont des relations d’équivalence.
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e Si f: E — F estune application entre deux ensembles E et F, la relation binaire % définie
sur E par:

Y(x,y)eE* xRy < f(x)=f(y)

est une relation d’équivalence sur E.

Définition 1.44. Classe d'équivalence

Soit Z une relation d'équivalence sur un ensemble E et x € E. On appelle classe d'équivalence
de x pour Z I'ensemble, noté x, défini par :

7={y€E, x%y}.

Proposition 1.45.

Soit #Z une relation d'équivalence sur un ensemble E. Les classes d'équivalence forment une
partition de E.

Démonstration

e Ilestclair que E = U X carpourtout x € E, x €X.
X€E
e La définition de la relation d’équivalence assure que pour tous x et y dans E,onaxNy =@ ou

x=7.
11 s’ensuit que les classes d’équivalence forment une partition de E.

Exemple

On considere la relation 2 définie sur R* par: x#Zy <= xy > 0. Alors # est une relation d’équi-
valence qui a deux classes d’équivalences : R* et R*.

6.2. Relationd'ordre

“@- Définition 1.46. Relation d'ordre

Une relation d'ordre sur un ensemble E est une relation binaire £ réflexive, antisymétrique et
transitive. Lorsqu'une telle relation Z existe, on dit que (E, ) est un ensemble ordonné.

Exemples
e Les relations < et > sur R sont des relations d’ordre.
e Dans N* la relation de divisibilité définie par : a2 b si, et seulement s’il existe k € N* tel
que b = ka est une relation d’ordre.
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Définition 1.47.

Soit Z une relation d'ordre sur E.
= On dit que 'ordre est total si on peut toujours comparer deux éléments de E : pour tout

(x,y)€E? onax?Zy ou yZx.Dans le cas contraire, on dit que |'ordre est partiel.

= Si A est une partie de E et M est un élément de E, on dit que M est un majorant de A
si, pour tout x € A,ona xZ M.

o Sommes et produits

7.1. Généralités

Définition 1.48. Somme et produit

Soit I ={iy, ..., i,,} un ensemble fini non vide. Soit (¢;);c; une famille de réels. On définit :
. Z u; (et on lit « somme sur I des u; ») par

iel
Zui= u,-l SEELLEiS u,-n.
iel

. l_[ u; (et on lit « produit sur I des u; ») par

iel
l_[ui = u,-l Koo X u,-n.
iel
Lorsque I est vide, on pose Z u;=0et l_[ u;=1.
iel iel
Notation
. b
Lorsque I =[[a, b] avec a < b deux entiers naturels, onnote >, u; = >, u; et [[ u;i=
b
l_[i:u Ui-
Remarques

e Lalettre « i » est dite « muette » car on peut la remplacer par n'importe quelle autre lettre j, ¢, etc.
b

e Sia et b sont des entiers naturels tels que a < b, la somme Z u; comporte b —a + 1 termes.

i=a
Exemples

10

. OnaZSz 5445 =5x(10—3+1)=40.
- N——
i=3 10—3+1 termes

2n )
e Si n est un entier naturel, Z(—l)’ =—14+1—1+---—1+1=0 car les termes se détruisent
i=1
deux a deux.
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Proposition 1.49. Propriétés

Soient (u;);¢; et (v;);e; deux familles de réels indéxées sur un ensemble fini I. Soit (A,,u) eR?
et soient [; et I, deux parties de I tellesque I=L UL avec[NL =@, ona:
. Z(Aui+,uv,-)=7LZu,-+,uZ v
icl iel iel
S-S S
iel i€l i€l
. Z)\ui v;=A" l_[ u; X l_[ v; ol n est le nombre d'éléments de I;
i€l i€l iel
- {Tu=[Ju o
iel i€l il
Démonstration

Nous prouvons uniquement les deux premiers points, les deux autres se prouvent de maniere analogue.
On écrit I ={i,,...,i,} et, quitte a renuméroter, on pose I, ={i,...,i,} et L ={i,,,,...,i,} avec r €[1,n].

e Ona:
Z(Aui‘*ﬂl’i) = (Auil+Hvi1)+'--+(7tuin+uyin)
icl
= A(ui1+"'+uin)+ﬂ(vi1+"'+Ui,,)
= AZui+,qui.
icl icl
e Ona:

Dwd w = (wy )+ (wg, o)

icl; icl

Uy +o g, et

Ir+1

Proposition 1.50. Changement de variable

Soient I et J deux ensembles finis. On suppose qu'il existe une bijection ¢ : I — J. Soit (¢;);¢;

une famille de réels. Alors :
Dt = DU

iel jeJ

Remarque
La proposition reste évidemment valable pour un produit.

Démonstration
Dans la somme Z Uy, on pose j = o (i). Par bijectivité de ¢, on peut écrire :

iel
Zuw‘) = Z Uj =Z Uj

iel jepln) jel
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Exemples
e SoitneN* .Ona: Z Z _,0f11’0naposék=n+j(:)j=n—k.
k= n+1
e Soit n € N*, En utilisant la formule de trigonomeétrie sin (7 — x) = sin(x) (voir le chapitre 2),
ona:
2n n—1 .
k 2n—j)m
Z ln(sin(—n)) = Zln(sin(g)), enposant j=2n—k
2n — 2n
k=n+1 j=0
n—1 .
= Z In|sin| m— I ))
: 2n

Proposition 1.51. Télescopage

Soit (24)eqo,, Une famille de réels. Alors :

n—1
* Z(uiﬂ_ui): Uy — Uy,
i=0
n—1 U u
* sil'on suppose que pour tout i €[[0, n]], u; #0, l_[ o
0 Wi W
Démonstration
Les deux preuves se font par récurrence. [ ]
Exemples
E t tout k € N* ! ! !
e En remarquant que pour tou , =———— ona:
quantquep k(k+1) k  k+1
> rene 2w
kk+1 “~\k k+1 n+1
e SoitxeR.Ona:
n n n
(l—x)Zxk—Z(l—x)xk=Z(xk—xk+1)—l—x'“'1
k=0 k=0 k=0
n l_xn+1
On en déduit que, pour tout x € R\ {1} : Z xk=
— 1—x

e On admet la relation trigonométrique sin(2x) = 2cos(x)sin(x). Soit x € R tel que
sin(Z"x) #0pour tout k €[0,n—1],ona:

n

1 n=l i (2k+1x) 1 =L gin (2k+1x) sin(2" x)
ko) _ -
cos(2 x)—lk:! 2sin(2kx) 2n 1;0[ sin(2kx) ~ 2nsin(x)’

kel
Il

0
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Proposition 1.52. Sommes usuelles

Soient neN*et xeR.Ona:

.ik:M;

Zkz n(n+1)(2n+1)

6

st 2(n+1)2

- 1— xn+1
— six#1
. xk= 1—x # .
k=0 n+1 six=1

Démonstration
Nous prouvons seulement la seconde formule par récurrence, les deux autres se font de maniere ana-
logue.

N +1)(2n+1
Pour n € N*, on pose 2, :«Zk= w ».

k=1

1
Ix(1+1)x(2x1+1
Initialisation: 2, est vraie caer2= ( )6( ).
k=1

Hérédité: On suppose &, vraie pour un certain entier naturel » nonnul. Ona:

sz = zn:k2+(n+1)2
k=1 k=1

_ n(n+123(2n+1) 1)
(n+1)(n(2n+1)+6(n+1))
6
(n+1)(n+2)(2(n+1)+1)
5 .
On a montré que &, est vraie, ce qui termine la récurrence. |

Proposition 1.53.

Soient a et b deux réels et un n un entier naturel non nul. On a:

n—1
a”—b”:(a—b)zaib"—l—i.
i=0

Démonstration

n—1

On développe (a — b)Zai b" ' . Ona:
i=0
n—1 n—1 n—1
(a—b) aibnflfi: ai‘f’lbﬂ*l*i_ aibnfl.
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On procéde au changement de variable j =i +1 dans la premiére somme, on a donc:

n—1 n n—1
(a=b)> a'b" = > alb" - a'b"
i=0 j=1 i=0

n—1 n—1
= a”—b”+2a1b"‘f —Za’b”_l
Jj=1 i=1

= a"—b".

7.2. Coefficients binomiaux et formule du binome de Newton

Définition 1.54. Factorielle

Soit n € N. On définit n!, et on lit « factorielle de n », par: n! = H:’l:l i.Onremarque que, lorsque
n =0, le produit est indéxé sur I'ensemble vide, donc vaut 1.

Remarque
Par définition, ona(n+1)!=(n+1)x n!.

Définition 1.55. Coefficient binomial

Soient n e N et k €[[0, n]]. On définit (Z), et on lit « k parmi n », par :

(n)_ n!
k) kl(n—k)

Exemple

n n n n(n—1)
On remarque que =1, =net = .
0 1 2 2

Proposition 1.56. Propriétés

Soient neNet k€[[0,n]. Ona:
L[\ no.
k) \n—k)
* sil'on suppose que k+1<n, (n)+( . ):(rH—l) (formule du triangle de Pascal);
k k+1 k+1
. n—1 n
* sil'on suppose k>1, n(k—1)=k(k)'
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Démonstration

Toutes les formules se montrent en revenant a la définition du coefficient binomial, nous nous contentons
de prouver la formule du triangle de Pascal. On a:

n n _ n! n! _ n! 1 1
)P k1) = k!(n—k)!+(k+1)!(n—k—1)!_k!(n—k—l)!(n—k+k+l)
_ n! N n+1 _ (n+1)

kl(n—k—-1)! (k+1)(n—k) (k+1)!(n—k)

_ n+1
T \k+1)

Proposition 1.57. Binome de Newton

n
n
Soient a et b deux réels et n un entier naturel. Ona: (a + b)" =Z( )akb"_k.
k=0

Démonstration
On fait une preuve par récurrence. Pour tout n € N, on pose

P,:<¥(a,b)ER?, (a+b)' = (Z)akbw
0

Initialisation : 22, est clairement vraie.
Hérédité: On suppose &, vraie pour un certain entier naturel 7, montrons que &, est vraie. Soient a
et b deuxréels.Ona:

(a+b)"'=(a+b)x(a+b)".

En utilisant I'hypothese de récurrence, on a :

(a+b)"*' =(a+ b)Z(Z)akb”’k :Z(Z)ak“b”’k +Z(Z)akb”“’k.
k=0

k=0 k=0
On fait le changement de variable j = k + 1 dans la premiére somme, on a :

n+l

(a+b)n+l :Z(jfl)ajbn+l—j +Z(Z)akbn+l—k
k=0

j=1
n n
:an+1+bn+l+2( 'n l)ajbnﬂ—j_,_Z(Z)akbnﬂfk.
= \J— -
j=1 k=1

En regroupant les deux sommes et en utilisant la formule du triangle de Pascal, on obtient :

bn+1: n+1 bn+1 n n kbn+17k
(a+b)* ' =a™ + +;((k—1 |, )]a

_an+1+bn+1+i(n+l)akbn+lfk
a k
k=1

znzﬂ(""' l)akbn+1—k'
=\ k

On a montré que 2, est vraie, ce qui termine la récurrence. ]
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Exemple

Définition 1.58. Somme double

Soient I et J deux ensembles finis non vides. Soit (u; ;) une famille de réels. Soit K

(i,j)erxs

I x J.lLasomme z u; j s'appelle une somme double.
(ij)ek

Proposition 1.59.

Soient I et J deux ensembles finis non vides. Soit (u; ;) une famille de réels. On pose

(i.j)erxy
K=1x].Alors:
PTEDIPN LI
(ij)ek i€l jej jeJ iel
Démonstration

On remarque que

K=Jtyx1={J1x{i}.

igel Jo€J
On en déduit que
2w D wy=d, D, wy=D Dy
(i,j)ek (i) U {io} x J i€l (i,j)etiohxJ i€l jeJ

igel

On montre de méme que

D=2 >

(i,j)EK jej i€l

Exemples
e Soit n € N*. Soit (u;) [, , une famille de réels. Ona:

(o) (50 (E) £

i=1 i=1 j=1

=
=
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e SoitneN*.Ona:

ii(iﬂ)

i=1 j=1 i=1

Il
3
N
[
I B
i
~.
+
S
3

]) (linéarité du signe somme)

Z . n(n+1)
= Z (nl + 7) (on utilise les sommes usuelles)

i=1 2
= n Z i + Z 1 (linéarité du signe somme)
i=1
n-(n+1 n“(n+1
= il 5 ) + il 5 ) (on utilise les sommes usuelles)
= n*(n+1).

j
On appelle somme triangulaire toute somme double de la forme Z u;; ou Z u;
Voici deux exemples de calculs de sommes triangulaires :
n n
e Soit n € N*, calculons ZZ i j. On préfére permuter pour avoir une somme plus simple a

=1 j=i
calculer. On écrit :

>3

i=1 j=i 1<i<j<n

ij

= Ziw‘

j=1 i=1

J
= Z ( J Z i ) (linéarité du signe somme)
i=1

(on utilise les sommes usuelles)

1
= = (j3 +j%) (linéarité du signe somme)
=1

1 +1)@2n+1 +1)°
= = n(n )( n )+ n(n )) (sommes usuelles)
2 4
+1)(2n+1 +1
= n(n )( n n(n4 )) (on factorise par n(n+1))
_ n(n+1)X2(2n+1)+3n(n+1)
h 2 12
n(n+1)(3n*+7n+2)
h 24
_ n(n+1)(n+2)(8n+1)
a 24 '
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n

n .
i
e Soit n € N*, calculons ZZ —. On semble bloquer avec cette somme. On décide de per-
=1 j=i
muter les indices. On écrit :

D RIEEDWE

i=1 j=i

1
j
J
Z i) (linéarité)

) (on utilise les sommes usuelles)

Il
<.
I 3
-
~

~.| =
\S)

Il
-
Ii 3
L
—_—

=

( j+ 1) (linéarité de la somme)

N | =
-
Il
4

n
1) (linéarité de la somme)
=1

3
S
+

=

TN
M)
~.
+

)
+
LN

+ n) (on utilise les sommes usuelles)

S N = N =

>

RETROUVEZ ICI LA SYNTHESE
DE CE CHAPITRE A TELECHARGER

www.lienmini.fr/40872-A
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METHODES PAS A PAS

Méthode 1. Montrer une inclusion entre deux ensembles.

Soit E I'’ensemble des entiers naturels pairs et F = {k(k +1), ke N}. Montrons que F C E.

Conseils méthodologiques

Application de la méthode

Soit n € F, alors, il existe un entier naturel k tel que n = k(k + 1). Pour montrer que n est pair, on va
procéder par disjonction de cas :

e si k est pair, alors 7 est divisible par k et donc par 2;

e si k estimpair, k + 1 est pair et n est divisible par k + 1 et donc par 2.
Dans tous les cas, n est un nombre pair, donc n € E et on a bien F C E.

Méthode 2. Montrer une égalité entre deux ensembles.

Montrer queR_={x€R, Yy >0, x<y}.

Conseils méthodologiques

Application de la méthode

On va montrer les deux inclusions séparément.
e Commencons par:R_cC {x €R,Vy>0,x< y}.
Soit x €R_, alors, pour tout y >0, onabien x < y. Ainsi: x € {x €eR,Vy>0, x< y}.
e Onva maintenant montrer: {x €R, Yy >0, x<y}cR_.

X
Soit x € {x eR, Vy >0, x < y}, on suppose que x > 0, alors, en prenant y = 2 >0,ona:

X
x< 3 <= x <0 ce qui est incompatible avec notre hypothéese de départ. On en déduit que x e R_.

44



Chapitre 1. Rappel des outils de base

1% Conseils méthodologiques
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[ leJe}
5 min.

[ ] ]©)

10 min.

[ lele}
5 min.

20 min.

Vrai ou Faux

Vrai  Faux

a) SiCcAUBalorsCcAouC CB. ] m]

b) Soient A, B, C trois ensembles quelconques, alors : [} [}
(ANB)UC =(AuC)N(BUC).

c) Lapplication f: N — N est surjective. O O
n — 2n+1.

d) Lapplicationexp: R — R estinjective. O O
x — e’

e) Soit f: x— x?—1,alors f([—1,3])=[-1,8].

f) Larelation d’orthogonalité entre deux droites du plan est une relation
d’équivalence.

g) SoitacRtelque:Ve>0,|al<¢, alorsa=0.

h) Soient (ay)ren et (br)ren deux suites de réelles quelconques. On a :

) 000

k=1

i) Tlexiste une application f : E — E bijective telle que f~! = f. O O

Exercices d'application du chapitre 1

EXERCICE 1

On pourra utiliser le fait que v2 est irrationnel.

1. Montrer que si a et b sont deux entiers relatifs tels que a + bv/2=0alors a=b =0.
2. En déduire que si m, n, p et q sont des entiers relatifs, alors :

m+nv2=p+qv2e(m=petn=q).

EXERCICE 2

Montrer que sil'entier (n? — 1) n’est pas divisible par 8, alors I'entier n est pair.

Résoudre x —1 < v x +2.

EXERCICE 4

Des raisonnements par récurrence.

1. Démontrer que tout entier n > 1 peut s’écrire comme somme de puissances de 2 toutes distinctes.
2. Démontrer que, pour tout entier n > 3, on peut trouver n entiers strictement positifs x,..., x,,

deux a deux distincts, tels que :
1 1 1
—+—+-+—=1
X1 X Xn
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5 min.

[ I ]@)
5 min.

[ ]©]@)

10 min.

[ Jele)
5 min.

000

10 min.

[ ]©]@)

25 min.

@00

15 min.

Chapitre 1. Rappel des outils de base

3. On considere la suite (u,,),«y (suite de Fibonacci) définie par u, = u; =1 et, pour tout n >0, u,,, =
U, + u,,;. Montrer que pour tout n € N*, u,, > n.

EXERCICE 5

Soit E un ensemble. Montrer que pour toutes parties Aet Bde E,ona:

1. 14p=1,x%x15; 2. Iz=1-14; 3. 1yp=1,+1p—1yn3.

EXERCICE 6

Soient A et B des parties d'un ensemble E. Montrer que :

BcAe= VX eP(E), (ANX)UB=AN(XUB).

EXERCICE 7

Soit E un ensemble. On consideére la relation % définie sur 2 (E)par: AZ B<=> A=BouA= B.
Montrer que Z est une relation d’équivalence.

EXERCICE 8

On définit sur Z la relation 2 définie par: x2 y si et seulement si x + y est pair.
Montrer que Z est une relation d’équivalence. Quelles sont les classes d’équivalence de cette relation?

EXERCICE 9

On définit sur R? la relation Z par :

(x, )Lz, y)e=[x<x'ou(x=x"ety <y")].

Montrer que Z est une relation d’ordre sur R?.

EXERCICE 10
Calculer les sommes suivantes.
n 21 25
2k+3 1
LY (-2); 4y = 7. Zz—k;
k=0 k=7 k=6
78 n n 1
. k+1. .
2. Z 4; 5.9 ekt 8. D oo
k=23 k=0 k=1
n—1 n n
3. > (2k+1); 6. » 2%+ 9. (6k*—4k+2).
k=0 k=0 k=1

EXERCICE T

1. Trouver deuxréels a, b et c tels que pour tout k €N,

K=a(k+1’+b(k+17+c(k+1)—(ak’+bk*+ck).

n
2. En déduire la valeur de la somme Z k? en faisant apparaitre une somme télescopique.
=1
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Exercices d'approfondissement du chapitre 1

10 min. Sojent f et g deux bijections de Z dans Z. Montrer que I'application h : k — f(k)g(k) n’est pas une bijec-
tion de Z dans Z.

Bl EXERCICE B

> min. Soit 2 = {(x, y)ER?, x2+y%< 1}. Démontrer que 2 ne peut pas s’écrire comme le produit cartésien de
deux parties de R.

10 min.  geit f une application d’'un ensemble E dans lui-méme. Montrer que f est bijective si, et seulement si
pour toute partie Ade E, ona: f(A)= f(A).

000
10 min. Soit £ une bijection de N dans N.

1. On suppose que pour tout n €N, f(n) < n, montrer que f =idy.
2. On suppose que pour tout n €N, f(n)> n, montrer que f =idy.

[ 1 @)

10 min. Soit E un ensemble et f + E — E.Montrer que f est injective si, et seulement si, pour toutes parties A et
BdeE,ona: f(ANnB)= f(A)N f(B).

15 min. 1. Soit E un ensemble. Soit f : E — & (E) une application. Montrer que f n’est pas surjective (On
pourra utiliser l'ensemble A= {x € E, x & f (x)}).
2. En déduire que «]’ensemble de tous les ensembles » n’existe pas.

min. n
30 1. Montrer que pour tout 1 €N, pour tout (x;,..., X,,) € (R,)* ,ona:

on 1/2" 1 on
(lk:!xk) < Z—HZxk.

2. Soit n e N*,
(a) Justifier qu'il existe k € N tel que 2% < n < 2%+ (On pourra utiliser la fonctionlog, définie sur
In(x)

R* par:Vx €R*,log,(x)= m.)

1 n
(b) Soit (xy,...,x,)€(R,)". On pose m = ;Zxk.
=1

. 2 N k
En considérant (x;,..., X, m, ..., m) € (R, )*

géométrique) :
n 1/n 1<
IT2) <23

k=1 k=1

1 . 2 L . . P o, s . s
! ,montrer 'inégalité suivante (inégalité arithmético-
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Chapitre 1. Rappel des outils de base

Probleme

Probléme |

Un ensemble E estdit dénombrable si et seulement si il existe une bijection entre I’ensemble N des entiers
naturels et E. Cette bijection permet alors « d’énumérer » les éléments de E.

Partie A - Dénombrabilité d'ensembles simples

Dans cette partie, on se propose d’établir la dénombrabilité de quelques ensembles.
1. Montrer que N* est dénombrable.
2. Montrer que I’ensemble des entiers naturels pairs & = {Zk, ke N} est dénombrable.
3. Onintroduit I'application :

¢: N — Z
{ n/2 , si n est pair

n —(n+1)/2 , sin estimpair

(a) Montrer que 'application ¢ est bien définie.
(b) Etablir que ¢ est bijective.
4. Dans cette question, on va montrer que N? est dénombrable. Pour cela on introduit I'application :
Y: N - N*
(pg) — 2°(2q+1)
(a) Montrer que y est bien définie et injective.
(b) Etablir que 1) est surjective.
(c) En déduire que N? est dénombrable.

Partie B - Le théoréme de Cantor-Bernstein

Le but de cette partie est de démontrer le théoreme de Cantor-Bernstein :
Soient E et F deux ensembles tels qu'il existe une injection de E dans F et une injection de F dans E,
alors il existe une bijection de E sur F.

Danslasuite de, on considere deux ensembles E et F etdeuxapplicationsinjectivesi: E — Fetj: F — E.
On introduit les notations suivantes :

AO =E\](F)r Vn ENr An+1 zjoi(An)-

De plus, on pose :
B= UAi, C=E\B.
i>0
1. Dans cette question, on va construire I’application.
(a) Montrer que pour tout x € C, il existe un unique z € F tel que x = j(z).
On notera cet élément ¢ (x).
(b) Pour x € B, on note ¢(x)=i(x). Démontrer que I'on a défini une application ¢ : E — F.
2. On va montrer l'injectivité de ¢.
(a) Montrer que ¢ et ¢ ¢ sont injectives.
(b) Soient x € C et y € B tels que ¢(x)= ¢(y). Montrer que x =(j o i)(y).
(c) En déduire que ¢ est injective.
3. Montrer que ¢ est surjective. Conclure.

Partie C - Dénombrabilité de Q

Dans cette partie, on va démontré la dénombrabilité de Q.
1. Donner une application injective de N dans Q.
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2. On appelle représentant irréductible d’'un nombre rationnel r I'unique fraction irréductible L

égalearavecpeZetqeN-
On considere I'application¢p: Q —  N?
ro— (pq)
(a) Montrer que ¢ est injective.
(b) ¢ est-elle surjective?
(c) Trouver une application injective de @ dans N.
3. En déduire que Q est dénombrable.

+ D'EXERCICES OFFERTS EN LIGNE

www.lienmini.fr/40872-EXOS

» Retrouvez des exercices supplémentaires E i
pour perfectionner votre entrainement.
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Corrigés des Vrai/Faux

a) Faux. On peut prendre A=N, B=Z* et C={—1,1}.

b) Vrai. On peut le montrer par double inclusion.

¢) Faux. 2 n'admet pas d’antécédent dans N par f.

d) Vrai. C’est une conséquence de la bijectivité de exp : R — R* .

e) Vrai. On peut le voir sur la représentation graphique de la fonction.
f) Faux. Elle n'est pas réflexive et n’est pas transitive.

g) Vrai. On le montre en utilisant un raisonnement par I'’absurde.

n n n
h) Faux. En particulier : Z k2 # (Z k) (Z k)
k=1 k=1 k=1
i) Vrai. On peut prendre f =id; par exemple.

Corrigés des exercices d'application

EXERCICE 1

1. On varaisonner par I'absurde. On suppose que a + b+/2=0 et (a, b) #(0,0).
On suppose que b =0 alors a =0, ce qui est contraire a I’hypothese. On peut donc supposer pour la suite

que b #0. On peut diviser I'égalité par b, ce qui donne : v2 = 4 € Q ce qui est faux car v2 n'est pas un
nombre rationnel. On en déduit que 'hypothese de départ est fausse et a = b =0.
2. Soit m, n, p et g des entiers relatifs, alors :

m+nv2=p+qv2e(m—p)+(n—q)v2=0.

On peut alors appliquer le résultat de la question précédente pour obtenir: m=p etn=gq.

EXERCICE 2

On va montrer la contraposée de cette proposition : si n est un entier impair, alors n? —1 est divisible par
8. Remarquons que si n est impair alors il peut s’écrire sous laforme : n =4k +1ou n =4k+3 ou k estun
entier naturel. On va donc procéder par disjonction de cas :

e Onsuppose que n=4k+1avec keN.Ona: n?—1=16k*+8k =8(2k*+ k), avec 2k* + k € N. Dans ce
cas, n?—1 est bien divisible par 8.

e Onsuppose que n=4k+3 avec k €N.Ona:n?—1=16k>+24k+8 =8(2k?+3k+1), avec2k*>+3k+1 €N.
Dans ce cas, n? — 1 est bien divisible par 8.

On a bien montré que si I'entier (n? — 1) n’est pas divisible par 8, alors 'entier n est pair.

EXERCICE 3

Pour commencer, notons que cette inéquation a du sens uniquement si x > —2. De plus, si x —1 < 0, cette
inéquation est forcément vraie. Dorénavant, on suppose que x > 1, par stricte croissance de la fonction
carrée sur R,, on peut écrire :
X—1<Vx+2e=x—-1P<x+2 x*—3x—1<0.
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On étudie le signe de ce polynome du second degré en en cherchant les racines, il en a deux réelles qui

3—~/1_3et 3++/13
2

sont: x; = X, = . On en déduit que x2—3x—1< 0 <= x €[x;, x,]. Seule x, est dans

I'intervalle |1,+00[, finalement : x —1 < vV x +2 <= x €[-2, X,].

EXERCICE 4

1. Soit n € N*, montrons par récurrence forte sur n € N* la propriété 2, : « n peut s’écrire comme somme
de puissances de 2 toutes distinctes ».

Initialisation: %, est vraie car 1 =2°.

Hérédité : Soit n € N*. On suppose que &, est vraie pour tout k €[1, n], montrons que 2, ,, I'est encore.
Pour cette hérédité, on va procéder par disjonction de cas :

e si n est pair, alors il existe m € [1,n] tel que : n = 2m. D’apres 'hypothese de récurrence, m s’écrit
comme somme de puissances de 2 toutes distinctes :

3(p1,...,pr)€Nr, m=2P 4...42Pr,

Alors : n=2P1%14... 4 2Pr! et pn $’écrit comme somme de puissances de 2 toutes distinctes;
e sin estimpair, alorsil existe m €[[1, n] tel que: n—1 =2m.D’apres '’hypothése de récurrence, m s’écrit
comme somme de puissances de 2 toutes distinctes :

Apr,.. p)EN', m=2P +...4 2P,

Alors: n=1+2P"4...4 2Pt =204 pP1tl ... 2Pt et i §'écrit comme somme de puissances de 2 toutes

distinctes.

Finalement, 2, , est bien vraie.

D’apres le principe de récurrence forte, la propriété est vraie pour tout n € N*.

2. Montrons par récurrence sur n € N, n > 3, la propriété &, : « on peut trouver n entiers strictement
1

positifs x,,..., x,,, deux a deux distincts, telsque : — + —+---+ —=1.».
X1 X Xn

Initialisation : 27 est vraie en prenant x; =2, x, =3 et x3 =6.

Hérédité: Soit n €N, n > 3. On suppose que &, est vraie, montrons que £, ,, 'est encore. D’apres I'hy-

pothese de récurrence, il existe n entiers strictement positifs xi,..., x,,, deux a deux distincts, tels que :
1 1 1

— + — +---+ — =1. On peut supposer, sans perte de généralité que x, < x, <--- < x,,. Forcément x, > 2
X1 X Xn

1 1
car —+---+—>0.0Onaalors :
X2 xn
1 1
l=—4+-x1
2 2
1 1(1 1 1)
= —4+—-|—4+—4:--4+—
2 2\xq X 3o
1 1 1 1
=4+ —+— -+t
2 2x 2x 235,

En posant X; =2 et pour tout k €[2,n+ 1], X; =2x;,_;.Onaalors: X; <4< X, <---< X, ;.
1

Les entiers X; sont donc distincts et a + X +eoo i 1. 2, est bien vraie.

1 2 n
D’apres le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout n €N, n > 3.
3. Montrons par récurrence double sur 7 € N*, la propriété &, : « u,, > n».
Initialisation: Pour n =1 et n =2, la propriété est évidente.
Hérédité: Soit n € N*. On suppose que Z(n) et #,., sont vraies, montrons que 2, ,, 'est encore. On a :
Upip=Up+Uyetu, >n+1, u,>n. Ainsi:

Upp2n+1l4+n>n+1+1=n+2.

2., est bien vraie.
D’apres le principe de récurrence double, la propriété est vraie pour tout n € N*.
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EXERCICE 5

1. Six€AnB, alors x € Aet x € B, soit 1 ,(x)=1et1(x)=1.Dans ce cas, on a bien, pour tout x € ANB :
1np(x) =14(x) X 1(x).

Si maintenant x ¢ AN B, alors ou bien x ¢ A et 1,(x) =0, ou bien x ¢ B et 13(x) = 0. Dans tous les cas,
14(x) x 15(x)=0. Finalement, pour tout x € AN B : 1 4-5(x) =1 4(x) x 15(x).

2. Soit x €A, alors x ¢ A et 1,(x)=0. On a bien, pour tout x €A : 14(x)=1—1,(x). De la méme facon, si
x ¢ A, alors x € Aet1,(x)=1.0n a encore, pour tout x € A: 15(x)=1—1,(x).

3. Soit x ¢ AU B, alors x n'appartient nia A, nia B, ainsi: 1,(x)=15(x)=14~5(x)=0 et on a bien, pour
tout x e AUB : 1,,5(x)=14(x)+15(x)—1np(x).

Soit x € AU B, alors trois cas sont a considérer :

e si x € A, mais x ¢ B, alors x ¢ AN B et 1'égalité est bien vérifiée;

e six ¢ A, mais x € B, alors x ¢ AN B et ]'égalité est bien vérifiée;

e six €A, mais x € B, alors x € AN B et'égalité est bien vérifiée.

Finalement, pour tout x € AUB : 1 4 p(x) =1 ,(x)+ 15(x) — 1 4np(x).

EXERCICE 6

(=)Onsupposeque B C A.Soit X € Z(E), alors: ANX c Aet B € A, donc(ANX)UB C A.Notons également
que: ANX c X, ainsi (AN X)U B ¢ X U B. Finalement, on a montré que : (ANX)UB c AN(X U B).
D’autre part, si x € AN (X U B), deux cas sont a considérer : soit x € B, soit x € X et alors x € AN X.
Finalement, x € (AN X)U B. On a donc montré que : AN(XUB)C (AN X)UB.

Pour conclure, on a montré que : VX € 2(E), (ANX)UB=AN(XUB).

(<) On suppose que pour tout X € Z(E), (ANX)U B = AN(X U B). En particulier, en prenant X =@, on
a:B=AnNB,donc BCA.

EXERCICE 7

On va vérifier chaque point un par un:

o Z estréflexive, il est clair que, pour tout A 2 (E), AZA.

e Soit(A B)e Z(E)*.Ona: AZB=>(A=BouA=B)=>(B=AouB=A4)=> BRA.

Z est symétrique.

e Soit (A,B,C) € 2(E)? tel que AZB et BZC. Alors A= Bou A= B et B=C ou B=C.Comme pour

tout D e #(E): D =D, onaforcément A= C ou A= C, donc AZ C. La relation Z est transitive.
Finalement, # est bien une relation d’équivalence.

EXERCICE 8

On va vérifier chaque point un par un :

o Z estréflexive, il est clair que pour tout x € Z, x + x =2x est pair, donc xZ x.

e Soit(x,y)€Z%. Ona: xRy =>(x+y est pair)=>(y + x est pair) = y Z x.

R est symétrique.

e Soit (x,y,z)€Z3 tel que xZy et xZy. Alors x + y est pair et y + z est pair. Ainsi, il existe (k,{) € Z tel
que:x+y=2ketz+y=20. Ainsi: x+z=2k+2({—2y, on en déduit que x + z est pair et donc x#Z z. La
relation Z est transitive.

Finalement, Z est bien une relation d’équivalence.

On remarque que tous les éléments qui sont en relation avec 0 sont les entiers pairs, tandis que tous les
entiers en relation avec 1 sont les entiers impairs. Or, I’ensemble des entiers pairs et des entiers impairs
forme une partition de Z, on en déduit qu'il y a deux classes d’équivalence de cette relation qui sont :
I'ensemble des nombres pairs et I’ensemble des nombres impairs.
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EXERCICE 9

On va vérifier chaque point un par un :

o /estréflexive, car x = x et y < y, donc (x, y)4(x, y).

e Soient (x,y) € R% et (x’, y’) € R? tels que (x, y)4(x’, y’) et (x/, y")Z(x, y). Alors x = x’ (on ne peut pas
avoir x < x’ et x > x’), y <y’ et y’ < y. Par conséquent, x = x’ et y = y’. Z est antisymétrique.

e Soient(x;, y;) €R?, (x,, 1) € R? et (x5, y5) € R? tels que (xy, 11)Z( X2, 15) et (x,, 1»)Z( X3, y3). Alors quatre cas
sont possibles :

— soit x; = X, et X, = X3, ainsi x; = x3. De plus, y; < y, et 3 < 33, ainsi : y; < y;. Par conséquent,
(1, y1)Z4( %3, y5)-

— soit x; = X, et x, < X3, dans ce cas x; < x3 et (x;, 1)Z(x3, y3)-

— soit x; < X, et X, = X3, dans ce cas x; < x3 et (x;, y;)Z(x3, y3)-

— soit x; < X, et x, < x3, dans ce cas x; < x3 et (x;, y1)Z(x3, y3)-

Larelation Z est transitive.

Finalement, Z est bien une relation d’ordre sur R2.

Remarque
Larelation Zs’appelle]’ordre lexicographique et peut-étre défini sur tout produit cartésien de deux ensembles
E, et E, ordonnés.

EXERCICE 10

n
1. Ona: Z(—Z) =—2x(n+1) (attention, il y a n + 1 termes dans la somme).
k=0

78
2. Ona: Z4=4x(78—23+1)=224.

k=23
3. Ona:
n—1 n—1 n—1
Z(Zk +1) = 22 k +Z 1 (par linéarité)
k=0 k=0 k=0
(n—1)n
= 2x s +n (sommes usuelles)
= (n—1)n+n
= n?
4. Ona:
21 21 21
2k+3 1 3
> = D> k+>>1 linéarité
5 ) 5
k=7 k=7 k=7

1 21 6 21
= = k—>» k|+- E 1 (onserameéne a des sommes usuelles)
5 5
k=1 k=1 k=7
1/21x22 6x7 3
= - — +=x%(21—7+1) (sommes usuelles)
5 2 2 5
= Bl

5. Onreconnait la somme des termes d'une suite géométrique :

n n
Z ekl — ez ek
k=0 k=0
1 _en+1
= ex .
=@
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6. C’est encore la somme des termes d'une suite géométrique :

izshz _ Zzi(f)k
k=0 k=0
(93 n+1
G 3
1-23
— L_l 3n+3 __
s o (2 1).

7. Cest encore la somme des termes d'une suite géométrique. On a:

3 5 vk Sk
1—(1/2)26_1—(1/2)6

1-1/2 1-1/2

- 5(-6))

8. Ona:
- 11 "(1)k
= 32k+1 3k=1 32
1[0 1)
3 32 N—~——
k=0 terme d'indice 0.
_1(1-/9"! )
T3\ 1-1/9
z(1-(5))
= —[1—(=] |
3 9
9. Ona:
n n n n
(6k*—4k+2) = 6> k*—4> k+2> 1 (parlinéarité)
k=1 k=1 k=1 k=1
+1)2n+1 +1
= 6xn(n gg(n )_4xn(n2 )+2><n (sommes usuelles)

= nn+1)2n+1)—2n(n+1)+2n
= n((n+1)2n+1)—2(n+1)+2) (factorisation par n)
= n(2n*+n+1).

EXERCICE T

1. PourtoutkeN,ona:

a(k+1*+b(k+17+c(k+1)—(ak®+bk*+ck)=3ak’+(3a+2b)k+(a+b+c).
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Ainsi, pour que k% = a(k+1)°+ b(k+ 17 + c (k+ 1)—(ak3+ bk2+ck) pour tout k € N, il suffit que
3a =1
3a+2b =0,soita=
at+tb+c =0

1 1 1
—b=——cetc=-.
3 2 6

1 1 1
2. Onpose P (k)= §k3—§k2+gk de sorte que k? =P (k+1)— P (k) pour tout k€N.On a:

n

ikz = Z(P(k+1)—P(k))
k=1

k=1
= P(n+1)—P(1) (somme télescopique)

1 1 1
= —(n+1’—-(n+1+=(n+1)—0
gt =S (n+1f+o(n+1)

nn+1)2n+1)
=5

Corrigés des exercices d'approfondissement

EXERCICE A

On raisonne par I'absurde, on suppose que 'application h : k — f(k)g(k) réalise une bijection de Z dans
Z. Par surjectivité de h, il existe n € Z et m € Z tels que h(n)=1 et h(m)=—1. On en déduit que :

f(n)g(n)=1et f(m)g(m)=—1.
Les applications f et g sont a valeurs entiéres, ainsi :
f(n)=g(n)e{£1}et f(m)=—g(m)e{*£1}.
f estune application injective, on en déduit que f(n)=—f(m), par conséquent g(n)= g(m) ce qui contre-
dit I'injectivité de g.
En conclusion, & n’est pas une bijection de Z dans Z.

EXERCICE B

On suppose qu'il existe deux sous-ensembles de R, notés A et B, tels que 2 = A x B. Comme (1,0) € Z, on
en déduit que 1 € A, de méme 1 € B car (0, 1) € 2. Par conséquent, (1,1) € A x B =% ce qui est faux. Donc
9 ne peut pas s’écrire comme le produit cartésien de deux parties de R.

EXERCICE C

(=) On suppose que | est bijective. Soit A€ #(E), on va montrer par double inclusion que f (A)= m
Soient x € A. On ne peut pas avoir f (x) € f (A), car sinon par il existerait u € A tel que f (x) = f (), puis
par injectivité, x = u € A, ce qui est exclu, donc f (x) € f (A).

De la méme facon, si y € f(A) alors f'(y) € 4, donc f(A) c f(A).

(<) On suppose que pour tout A€ 2 (E) : f(A) = f(A). Commencgons par vérifier que f est injective. Soit
(x,y)€ E? tel que x # y. On prend A= {x} de sorte que y € A. Ainsi :

F)ef@=FA)={fx)}.
Autrement dit, f(x)# f(y), ce qui prouve I'injectivité de f.
D’autre part, f(E)= f(E) = (@)=, soit f(E)= E ce qui prouve la surjectivité de f.
En conclusion, f est bijective.
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EXERCICE D

1. Montrons par récurrence forte sur n €N, la propriété 2, : « f(n)=n».

Initialisation : 2, est vraie car f(0)<0et f(0)eN, d’ou f(0)=0.

Hérédité: Soit n € N. On suppose que pour tout k € [0, n], 2 est vraie, montrons que £, I'est encore.
Par hypothese, f(n+1) < n+1 mais f(n+1) ne peut pas étre égalao, 1,..., n (ces valeurs sont déja « prises »,
cela contredirait 'injectivité de f). La seule valeur disponible est 7+ 1, onadonc f(n+1)=n+1. 2,
est bien vraie.

D’apres le principe de récurrence forte, la propriété est vraie pour tout n € N.

2. Montrons par récurrence forte sur n €N, la propriété 2, : « f(n)=n».

Initialisation : Soit x, € N I'antécédent de 0 par f, alors: 0 = f(x,) > X, , ce qui impose que x, = 0. Donc
2, est vraie.

Hérédité : Soit n € N. On suppose que pour tout k € [0, n], &, est vraie, montrons que Z,,, I'est encore.
Soit k,; 'antécédent de n + 1 par f (il existe car f est bijective), par hypothese, k,,, € [0,7 + 1]. Or
flkp) ¢ {f(O),f(l), . .,f(n)}, on en déduit que k,., ¢ [0, n], soit k,,, =n+1. P, est bien vraie.
D’apres le principe de récurrence forte, la propriété est vraie pour tout n € N.

EXERCICE E

(=) On suppose que f est injective. Soit (A, B) € Z(E). Procédons par double inclusion pour montrer
F(ANB)=f(A)N f(B).

e Soit y € f(ANB), alors il existe x € AN B tel que y = f(x). Par conséquent, x e Adonc y € f(A)et x € B
donc y € f(B). On en déduit que y € f(A)N f(B).

e Soit y € f(A)N f(B), donc il existe x; € A tel que y = f(x,) et il existe x, € B tel que y = f(x,). Par
injectivité de f, on a forcément x; = x,, on notera cet antécédent x. On en déduit que x € AN B, donc
y € f(ANB).

(<) On suppose que pour toutes parties Aet Bde E,ona: f(ANB)= f(A)N f(B).

Soit (x;, x,) € E? tel que f(x;) = f(x,)= y.On prend alors A= {x,} et B={x,}. onadonc f(A)= f(B)={y}
et par conséquent : f(AN B)={y}. Cette égalité assure que 'image de AN B par f est non vide et donc:
AN B #@. Finalement, comme A et B ne contienne qu’'un seul élément, cela signifie que : x; = x,. Ce qui
prouve que f est injective.

EXERCICE F

1. Si A admet un antécédent par f, disons x;, alors on a x; € A < x; ¢ A. On en déduit que A n’admet
pas d’antécédent par f, donc f n’est pas surjective.

2. Siun tel ensemble E existait, alors on aurait E = 2 (E), ce qui impossible d’apreés la question 1 car il
n’existe pas de surjection entre E et 2 (E).

EXERCICE G

1. Soit (x,y)€(R,)?. On remarque que (vx— yJ)’ = x—2,/Xy +y > 0. Il s'ensuit que

1
,/xysé(x+y). (1.1)
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Soit, pour n €N, la proposition

2n 1/2" 2
n 1
P« V(X Xon) € (R, (l_[xk) SZ—ank».

Initialisation : La proposition &, est vraie et la proposition £, d’apres la ligne (1.1).
Hérédité: Supposons &, vraie pour un entier naturel 7, montrons que 2, ,, est vraie.
Soit (x1,..., Xont1) € (IRJ,)Z'Z+1 . On remarque que

on+l 1/2n+1 on 1/2" on+l /2" L2
(=) =(((1+) (I~
k=1 k=1 k=2n+1
En utilisant la ligne (1.1), on a
2n+1 1/2n+1 l 2on 1/2n 2n+1 1/2n
[x)  <a\({1x) +(I]»
k=1 2 k=1 k=2n+1
En utilisant deux fois I'hypotheése de récurrence, il vient que :
n+l 1/2"+1 n n+1
21—[ . 11 < L g
R e
k=1 2\ 2 k=1 2n k=2n+1
n+l
<
< — ) X
+1
oy

La proposition &, ,, est vraie, ce qui termine la récurrence.
2. (a) Soitn €N, n>2. Soit k € N. Par stricte croissance de log, sur R}, ona:

28 <n<2" «— k<log,(n)<k+1 < k=|log,(n)).

On note que k > 0.

Lentier naturel k = |log, (n)] convient et c’est le seul.

(b) Six, =---= x, =0, l'inégalité est claire. On suppose que maintenant que (x, ..., x,) # (0,...,0), en
particulier, m > 0.

Remarquons que I'uplet (xi, ..., X,, m, ..., m) contient 2! — 11 fois le nombre m.

D’apres la question 1,on a:

<
2k+1

2k+17n)1/2k+1 1

(xlx---xx,,xm (x4 +x, +(2" —n)m).

Comme x; +---+ x,, = nm, il s’ensuit que

2k+1
n)l/zkﬂ m(2k+17n)/2k+1 < m _

XXX X
(2, 2k+1

2k+1

(2K+1—p)j2k+1

Apres simplification par m > 0 et en élevant a la puissance (le sens de I'inégalité ne chan-

) k+1 o o q
gera pas car la fonction x — x2 /" est croissante sur R, ) il s’ensuit que

n 1/n 1<
(l_[ xk) < ; Z Xk
k=1 k=1

58



Chapitre 1. Rappel des outils de base

Corrigé du probleme

PROBLEME |

Partie A - Dénombrabilité d'ensembles simples

1. On considere les applications f;: N* — N etg: N — N ,desorteque: fjog =idy
n — n-—1 n — n+l

et g o fi =idy.. Ces relations prouvent que f; est bijective.

N* est donc dénombrable.

2. On considerel'application f,: & — N ,cette application est bien définie car les éléments de &

po= 3
sont des entiers pairs, donc: Vp € 2, % eN.
On introduit I'application g, : N — 2 ,desorte que: f,og, =idy et g, o f, = id,. Ces relations
n — 2n
prouvent que f, est bijective et que & est dénombrable.
3. (a) Lorsque n est pair, n/2 est bien un entier naturel, de méme, si n est impair, alors n + 1 est pair et
—(n+1)/2 estun entier négatif. Lensemble des nombres pairs et’ensemble des nombres impairs forment
une partition de N, on vient donc de montrer que pour tout 7 €N, n admet une image par ¢ et p(n) € Z.
Finalement, ¢ est bien définie.
(b) Onposeh: Z — N
A { 2k ,sikeN
—(2k+1) ,sik<0
On peut vérifier que ¢ o h =idy et h o p =idy, ce qui prouve que ¢ est bijective. Z est donc dénombrable.
4. (a) Soit(p,q)e N?, alors 2” € N* et 2q + 1 € N* donc y/(p, q) € N*, I'application est bien définie. Mon-
trons que cette application est injective. Soient (p, q) € N? et (p’, g’) € N? tels que : Y(p, q) =Y (p’,q’). On
adonc:
2°(2q+1)=2"(2q'+1) = 2" " (2 +1)= (29’ +1)

Comme 2g’ + 1 est un entier impair, on a forcément 2P’ = 1 et donc p = p’. Par conséquent g = ¢/, ce
qui prouve 'injectivité de i)'.

(b) Soit n € N*, montrons par récurrence forte sur n € N* la propriété 2 (n) : «il existe (p, ) € N? tel que
n=2P(2q+1)».

Initialisation : 2?(1) est vraie en prenant p =0 et g =0.

Hérédité : Soit n € N*. On suppose que 2 (k) est vraie pour tout k € [1, n], montrons que 2 (n + 1) l'est
encore. Pour cette hérédité, on va procéder par disjonction de cas :

e sin+1 estimpair, alors il existe ¢ € N tel que: n+1=2g + 1. En prenant p =0, ona n+1=2%2qg +1);
e si n+1 est pair, alors il existe k € [1, n] tel que : n = 2k. D’apres 'hypothese de récurrence, il existe
(¢,m)eN?tel que k =2‘(2m +1),onaalors: n+1=2*'2m+1).

Finalement, dans les deux cas, on a montré que & (n + 1) est vraie.

D’apres le principe de récurrence forte, la propriété est vraie pour tout n € N*. On vient de montrer que :

VYneN, Ap,q)eN?, n=y(p,q).

Autrement dit, ¢ est une application surjective.
(c) Onamontré que i est bijective. On prend alors f = f; o1 : N— N?. C’est la composée de deux appli-
cations bijectives, donc f est elle-méme une application bijective, ce qui prouve que N? est dénombrable.
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Partie B - Le théoréme de Cantor-Bernstein

1. (a) Unicité : soient z et z’ deux éléments de F tels que x = j(z) et x = j(z’). Par hypothese, j est
injective, donc z = z’ ce qui prouve 1'unicité.

On va maintenant montrer que I'équation j(z) = x a une solution, ce qui signifie que x € j(F). On doit
donc montrer que C C j(F). Pour cela, on remarque que A, C B, et donc E\B C E\A,, ce qui implique
que: C=E\BC E\A, = j(F).

(b) B et C sont disjoints et leur réunion est E (ils forment une partition de E), On a bien défini une
application sur tous les éléments de E. De plus, dans les deux cas, I'image est bien dans F. Donc ¢ est
une application de E dans F.

2. (a) Onva traiter les deux applications a part :

e Injectivité de ¢ 5.

Soit (x, y) € B2 tel que ¢(x) = ¢(y). Par construction de ¢, on a: i(x) = i(y). Par hypothese, i est injective,
donc x = y, ce qui prouve que ¢ est injective.

e Injectivité de ¢¢.

Soit (x,y) € C? tel que ¢(x) = ¢(y), en composant par j a gauche et a droite : j(¢(x)) = j(¢(y)). Par
constructionde ¢, ona: j(¢(x))=x et j(¢(y)) =y, ce qui prouve que x = y.

(b) Soientx € C ety € Btelsque ¢(x)=¢(y). Encomposantpar j,ona: j(¢(x))= j(¢(y)), par définition
de j,ona:x=(joi)(y).

(c) Soit (x,y) € E? tel que ¢(x) = ¢(y). On a déja vu que si x et y sont tous les deux éléments de B ou
tous les deux éléments de C, alors x = y. Il ne nous reste plus qu’a étudier que lecasou x € C et y € B
(qui estidentique aucasou x € Bet y € C).

Par définition de 'ensemble B, comme y € B, il existe un entier n tel que y € A,,. En composant I'égalité
par j on aencore : x = joi(y), ce qui signifie que x € A,,, et donc x € B. c’est impossible car x € C et
BN C =@. On en déduit que ¢(x) # ¢ (y).

Finalement, 'application ¢ est injective.

3. Soit z € F, onva chercher un antécédent par ¢ de z dans E. Notons que j(z) € E, comme {B, C} forme
une partition de E, on va procéder par disjonction de cas :

e Si j(z)e C,onpose x = j(z), alors: j(¢(x))=x = j(z). Par injectivité de j, on en déduit que z = ¢(x).
e Si j(z)€ B, alors il existe un entier n € N tel que : j(z)€ A,,.

Par définition j(z) € j(F), on est donc certain que j(z) ¢ Ay = E\j(F). Par conséquent n > 1 et il existe
x €A, tel que j(z)= j(i(x)). Mais A,_; C B, donc x € B et i(x) = ¢(x). On en déduit que j(z)= j(¢(x)),
de nouveau, l'injectivité de j assure que z = ¢@(x).

Dans les deux cas, on a montré que z admet un antécédent dans E par ¢, donc ¢ est surjective.

Pour conclure, on a montré que ¢ est bijective, on a bien montré I'existence d'une bijection entre E et F.

Partie C - Dénombrabilité de Q

1. On considere I'applicationi: N Q .Ilestclair que i existe et est injective.
n
1

n —
2. (a) Soit (r,r’) € Q? tel que ¢(r) = ¢(r’). Alors, en notant (p, q) le représentant irréductible de r et
(p’,q’)celuide r’,ona:(p,q)=(p’,q).
Ainsi: p=p’ et g = q’ ce qui implique que r = r’ et prouve que ¢ est injective.

2
(b) L'application ¢ n’est pas surjective, en effet le couple (2,4) n’admet pas d’antécédent, la fraction A

en résultant n'étant pas irréductible.

(c) On considere I'application j = i/ o ¢ ol ¢ est 'application définie dans la question 4 de la partie
A. j est une application de Q dans N et est la composée de deux applications injectives, elle est donc
elle-méme injective.

3. On a exhibé une application i : N — Q injective et une application j : Q@ — N injective, d’apres le
théoreme de Cantor-Bernstein démontré dans la partie précédente, on en déduit qu'il existe une bijection
entre Q et N, ce qui prouve que Q est dénombrable.
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CHAPITRE 2

Complements sur les études
de fonctions

Cours, p. 62
1» Rappels sur les fonctions de la variable réelle, p. 62
2 » Fonctions logarithmes, exponentielles et puissances, p. 70
3 » Les fonctions trigonométriques et leurs réciproques, p. 77
Fiche synthése, p. 87
Méthodes pas a pas, p. 88
Exercices, p. 91
Corrigés, p. 94

Ooooooooano

Faire I'étude compléte d'une fonction. Exercices 1,4,5, A, B, D

Apprendre les propriétés opératoires des fonctions usuelles. Exercices 1,2, 4,8, A, B

Savqr utlﬁlser les formules trigonométriques (hyperboliques Exercices 2,3,5,6,7,8,B,C, D, E, F
et circulaires).

RETROUVEZ ICI LES FLASHCARDS
INTERACTIVES POUR SE TESTER

4

www.lienmini.fr/40872-2
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Dans ce chapitre, nous allons rappeler certaines notions sur les fonctions de la variable réelle qui seront
largement réutilisées dans la suite de ce livre.

Enfin, nous présenterons plusieurs familles de fonctions, ce sera I'occasion de revenir sur la trigonomé-
trie.

€@ Rappels sur les fonctions de la variable réelle
11.  Généralités

Définition 2.1. Ensemble de définition

Soit f une fonction a valeurs réelles. L'ensemble de définition de la fonction f est I'ensemble
des réels x pour lesquels f(x) existe.

Pour mieux comprendre certaines notions abstraites, il peut étre intéressant de représenter le graphe
d’une fonction.

@~ Définition 2.2. Représentation graphique

Soient I un sous-ensemble de R et une fonction f : I — R. La représentation graphique de la
fonction f est I'ensemble des points du plan défini par {M(x, f(x)), x € I}.

Définition 2.3. Parité

Soit f une fonction et 2, son domaine de définition.
* Ondit que f est pairesi:
- 9y est symétrique par rapporta 0:
VJC = @f, =% & @f

- Vx e, fl—x)=f(x)
La courbe représentative d'une fonction paire est symétrique par rapport a I'axe des
ordonnées.
* Ondit que f est impaire si:
- 9y est symétrique par rapporta 0:

Vx = 9]‘, =iy E @f
- Vxedy, flex)=—f(x).

La courbe représentative d'une fonction impaire est symétrique par rapport a |'origine
du repere.
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Remarque
Une fonction peut étre ni paire, ni impaire, c’est le cas par exemple de x — e*.

Exemple

Etudions la parité de la fonction f : x — In(v/1+ xZ — x) définie sur R. Le domaine de définition
de f est symétrique par rapport a 0. De plus, pour tout x €R:

f(=x)=In( 1+x2+x)=ln(( 1+x2+x)M)=1n(;)=_f(x).

1+x2—x 1+x2—x

On en déduit que la fonction f est impaire.

Définition 2.4. Périodicité

Soit f une fonction et T un nombre réel strictement posi- y L

tif. On dit que f est T-périodique si : :
o\ /\ [\

* Vxe€%p, x+TePy;
* Vx e, f(x+T)= f(x).
| |
La courbe représentative d'une fonction T-périodique est invariante par translation de vecteur
T7.

Remarque
On peut montrer, par récurrence sur n € N*, qu'une fonction T-périodique f est aussi n T -périodique.

Exemple

Vérifions que la fonction f : x — x —| x| est 1-périodique.
Notons dans un premier temps que f est définie sur R, ainsi: Yx € %, x +1 € %;. De plus :
VxeR, f(x+1)=x+1—|[x+1]=x+1—|x]—1=f(x).

Sur les figures ci-dessous, on a représenté 6y, la courbe d'une fonction (en noir), et la représentation
graphique de fonctions obtenues par les transformations indiquées (en gris).

y y a

La courbe représentative de la

2]
=

La courbe représentative de la La courbe représentative de la

fonction x — f(x + a) se déduit fonction x — f(x)+ a se déduit fonction x — f Fa—x) se déduit‘ de
de % par translation de vecteur de % par translation de vecteur ¢y par symétrie d'axe d’équation
horizontal (a, 0). vertical (0, a). X = 7
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Ya YA Ya

0 X 0 x 0 v Tx

La courbe représentative de la La courbe représentative de la La courbe représentative de la
fonction x — f(—x) se déduit de fonction x — f(ax) se déduit de fonction x — af(x) se déduit de
Gy par symétrie par rapport a 'axe 6y en la dilatant la courbe selon 6y en la dilatant la courbe selon
des ordonnées. 'axe des abscisses. I’axe des ordonnées.

111, Opérations sur les fonctions

Définition 2.5.

Soit I un intervalle de R. On considére f et g deux fonctions définies sur I et A€ R.
= Addition : on définit f +g: x — f(x)+ g(x).
* Multiplication : on définit f x g: x — f(x)x g(x).
* Multiplication par un réel : on définit A f : x — A f(x).
AL

= Division : si g(x)# 0 pour tout x € I, on définit = : x — .
A g )

C

Nous avions défini la composée de deux applications dans le premier chapitre de ce livre, nous rappelons
cette définition pour les fonctions de la variable réelle.

Définition 2.6. Composition de deux fonctions

Soient f: I —Ret g:J — R deux fonctions.

Lorsque f(I)C J, on peut définir I'applicationgof: I — R
x = g(fx)

11.2. Variations encadrement et extremum d'une fonction

Définition 2.7.

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R et a valeurs réelles.
* Ondit que f est croissante sur I si:

Y(x,y)e I?, x< y= f(x)< f(y)-
Si les inégalités sont au sens strictes, on dira que f est strictement croissante sur I.
* Ondit que f est décroissante sur I si:

Y(x,y)el? x <y = f(x)= f(y).

Si les inégalités sont au sens strictes, on dira que f est strictement décroissante sur I.
On dit que f est monotone sur I si f est croissante ou décroissante sur I.
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Remarque

La définition précédente ne fait référence qu’a des implications, les réciproques ne sont pas forcément
vraies. Voici ce qu'il faut retenir :

e Lorsque f est strictement croissante sur I, on a I’équivalence :
V(x,y)el*, x <y < f(x)< f(y).

Cen’est pasvraisi f estsimplement croissante sur I, on peut le vérifier avec une fonction constante
par exemple.
e Lorsque f est strictement décroissante sur I, on a également :

V(x,y)eI* x <y <= f(x)2 f(y).

e Lorsque f est croissante (ou strictement croissante) sur /, ona:
V(x,y)eI* x <y <= f(x)< f(y).

e Lorsque f est décroissante (ou strictement décroissante) sur I, ona:
V(x,y)eI* x <y <= f(x)> f(y).

Ces résultats s’averent tres utiles pour simplifier certaines inégalités.

Définition 2.8.

Soit f une fonction définie sur un sous-ensemble A de R.
* Ondit que f est majorée sur Assi:

IMeR, Vx €A, f(x)<M.

On dit alors que M est un majorant de f sur A.
* Ondit que f est minorée sur A si:

dmeR, Vx €A, f(x)>m.

On dit alors que m est un minorant de f sur A.
* Ondit que f est bornée sur Asi:

Am,M)eR*, YxeA m< f(x)<M.

Proposition 2.9.

Soit f une fonction définie sur un sous-ensemble A de R. f est bornée sur A si et seulement si
|f| est majorée sur A, c'est-a-dire: AM €R*, Vx € A, |f(x)| < M.

Démonstration

(=) On suppose que [ est bornée sur A, alors : 3(m, M) € R%, Yx € A, m < f(x) < M. On note K le
maximum entre |m| et |M| (on prend les valeurs absolues car m et M peuvent étre négatifs). Ainsi: Vx €
A, —K < f(x)< K.Onendéduit que: IK €R*, Vx € A, | f(x)| < K.
(<) Onsuppose que : IM €R*, Vx €A, |f(x)| < M.
En utilisant une propriété de la valeur absolue, on a: —M < f(x) < M, ce qui prouve que f est bornée.

|
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Définition 2.10.

Soit f une fonction définie sur un sous-ensemble A de R.
* Lorsque I'ensemble {f(x), X GA} admet un plus grand élément, cette valeur est appelée
maximum de f sur A.
* Lorsque I'ensemble {f(x), X GA} admet un plus petit élément, cette valeur est appelée
minimum de f sur A.

“@- Définition 2.11.

Soient f une fonction définie sur un sous-ensemble A de R et x; € A.
* Ondit que f admet un maximum local en x; s'il existe un intervalle ouvert contenant x,
tel que f admet un maximum en x, sur AN 1.
* Ondit que f admet un minimum local en x, s'il existe un intervalle ouvert contenant x,
tel que f admet un minimum en x, sur AN 1.

1.2. Rappels sur la continuité et la dérivabilité d'une fonction

Dans cette partie nous rappelons plusieurs résultats sur la continuité et la dérivabilité d'une fonction qui
seront détaillés dans les chapitres 6 et 7.

1.2.1.  Continuité d'une fonction

Définition 2.12.

Soit A un sous-ensemble de R, a € A et f : A— R une fonction. On dit que f est continue en a
Si: )lcincllf(x)=f(a).

Lorsque f est continue en tous points de A, on dit que f est continue sur A.

Une fonction ne peut étre continue qu'en un point ou elle est définie!

Remarque
On peut voir la continuité d'une fonction comme le fait de pouvoir tracer son graphe sans lever le stylo.

Nous allons maintenant redonner deux résultats importants qui sont des conséquences de la continuité
d’une fonction sur un intervalle. Nous admettons ces résultats pour le moment.

\6/

Théoréme 2.13. Théoreme des valeurs intermédiaires

Soit f une fonction continue sur intervalle [a, b]. Pour tout réel y compris entre f(a) et f(b),
il existe a €[a, b] tel que y = f(a).
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Remarque

Le théoreme des valeurs intermédiaires peut se résumer par cette phrase : 'image d'un intervalle par une
fonction continue est un intervalle.

Proposition 2.14. Théoréme de la bijection

Soient I un intervalle de R et une fonction f: I —R. Si:
* f estcontinuesurI;
= f est strictement monotone sur I.
Alors f réalise une bijection de I sur l'intervalle J = f(I).
Son application réciproque f~!: J — I est une fonction continue et de méme variation que f
sur J.

1.2.2.  Dérivabilité d'une fonction

Définition 2.15.
Soit A un sous-ensemble de R, a € A et f : A— R une fonction.
On dit que f est dérivable en a si lim f)=fla)

Xx—a —

P existe et est finie. Lorsqu'elle existe, cette
limite est appelée nombre dérivé de f en a et se note f'(a).

Remarque

La connaissance de la dérivabilité de certaines fonctions usuelles permet d’obtenir des limites qu’il est
important de connaitre :

e’ —1 In(x+1
e lim =1 e lim ( )=1
x—0 X x—0 X

On considéere f une fonction dérivable en un
point a. La droite de coefficient directeur f’(a)
passant par le point de coordonnée (a, f(a))
s'appelle tangente a la courbe représentative
de la fonction f au point d'abscisse a. Une
équation de droite est :

y=f'a)x—a)+ f(a).

'~ Définition 2.17. Fonction dérivée

Soit f une fonction définie sur A un sous-ensemble de R. On dit que f est dérivable sur A si
[ est dérivable en tout point de A.
L'application f”: x — f’(x) est appelée fonction dérivée de f.

Proposition 2.18.

Soit f: A—R.Si f est dérivable sur A alors elle est continue sur A.
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Proposition 2.19.

Soient f et g deux fonctions dérivables sur un méme sous-ensemble A de R. Alors :
= Combinaison linéaire : pour tout (A, u) € R?, la fonction Af +ug est dérivable sur A et

(Af +ugy=2Af"+ug'.
* Produit : la fonction fg est dérivablesur Aet (fg) =f'g+fg’.

/
* Quotient : si g ne s'annule pas sur A, alors la fonction g est dérivable sur A et (g) =
I'g—rg
g2

Proposition 2.20. Composition

Soient f une fonction dérivable sur I et g une fonction dérivable sur J. Si f(I)c J, alors go f
est dérivable sur I et (go f) = f/x (g0 f).

Exemple

Soit u une fonction dérivable sur un sous-ensemble A de R. De la proposition précédente, on tire
les formules suivantes :
e la fonction e est dérivable sur A et (e*) = u'e";

u/

e si u est strictement positive sur A alors 4/ u est dérivable sur I et (v u) =

2l

2

e si u est strictement positive sur A alors In(u) est dérivable sur I et (In(u)) =

SRS

Proposition 2.21.

Soit f : I — J une fonction. Si:
* f estdérivable sur I;
= f est bijective;
* f’nes'annule pas sur I.

Alors la fonction réciproque f~ est dérivable sur J et (f7!) =

o

Remarque
Les courbes représentatives de f et f~! sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x, en
effet:

(x,y)et,=y=fx)=x=f"(y)<=(,x)€C.

On retrouve la méme propriété de symétrie pour les tangentes, ce qui explique pourquoi on doit véri-
fier que la fonction f’ ne s’annule pas dans la proposition précédente. En effet, si f’(x) =0, la tangente
au point (x, f(x)) ala courbe représentant f est horizontale et donc, par symétrie, la tangente au point
(f(x), x) ala courbe représentant = est verticale, ce qui signifie que la fonction f~! n’est pas dérivable

en f(x).
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1.2.3. Recherche des variations d'une fonction

Proposition 2.22.

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I de R.
* f est constante sur I si et seulement si pour tout x € I, f’(x)=0.
* f est croissante sur I si et seulement si pour tout x € I, f/(x)>0.
* f est décroissante sur I si et seulement si pour tout x € I, f’(x)<0.

Attention!

Proposition 2.23. Stricte monotonie

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I de R.
* f est strictement croissante sur I si et seulement si pour tout x € I, f’(x) >0 et n'est
identiquement nulle sur aucun intervalle [a, b] de I.
* f est strictement décroissante sur I si et seulement si pour tout x € I, f/(x) <0 et n'est
identiguement nulle sur aucun intervalle [a, b] de I.

Connaitre la dérivée d'une fonction va nous étre utile pour dresser le tableau de variation de cette fonction
(voir point méthodologique).
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1.2.4. Dérivées successives d'une fonction

@ Définition 2.24.

Soit f une fonction dérivable sur un sous-ensemble A de R. Si f” est une fonction continue sur
A, on dit que f est de classe 6! sur A.

Exemple

Les fonctions polynomiales sont de classe 6! sur R.

Définition 2.25.

Soit f une fonction définie sur un ensemble A de R. On pose £ = f et on définit par récurrence
pour tout keN:

si £ est dérivable sur A, on dit que f est k + 1 fois dérivable et on pose f+) =(f(¥))
La fonction £ est appelée fonction dérivée k-iéme de f.

/

Exemple

Pour tout k € N, les fonctions polynomiales sont de classe 6 * sur R.

9 Fonctions logarithmes, exponentielles et puissances

2.1. Lafonction logarithme

Définition 2.26.

On appelle fonction logarithme népérien, notée In, I'unique fonction définie, continue et déri-
vable sur R s'annulant en 1, dont la dérivée est |a fonction inverse.

On déduit de cette définition les propriétés suivantes :

Proposition 2.27.

Pour tout (x, y)€(R*)* ona:

* () =In() +ny); . ln($)=ln(x)—ln(y);
. ln(;)=—ln(x), . J}%IJrln(x):_ool
* VneZ In(x")=nln(x); * lim In(x)=-+o0.

s In(x)<x—1;

70



Chapitre 2. Compléments sur les études de fonctions

Démonstration
e Onvamontrer I'égalité In(x y) = In(x)+In(y). Soit y € R, on considére la fonction f : x — In(x y)—
In(x)—In(y). f est dérivable sur R* (comme composée de fonctions dérivables) et :
. pr y 1
ER¥, =2 _ =y
VxeRY, f(x) 7 x

La fonction f est constante sur R¥, or f(1) =0, d’oti I'égalité recherchée.

1
e On va montrer que pour tout x € R, ln(—) =—In(x).
X

1
On remarque que pour tout x € R’ : x x — =1, soit In(x x —)=0. En utilisant le premier résultat :
X X

In(x)+In(1/x)=0.
e Pour montrer que : Yn € N, In(x") = nln(x), on procede par récurrence en utilisant le fait que :

1

In(x?)=2In(x). On généralise cette relation sur Z en utilisant la relation : x™" = —-

e Pour montrer I'inégalité, on étudie les variations de la fonction f : x — In(x)—(x —1) sur R%.
X

e Pour montrer I'égalité ln(—) =In(x)—In(y), on utilise les relations précédentes.
y

o Ces limites sont admises pour l'instant.

Voici la représentation graphique de la fonction logarithme népérien :

Remarque

On note simplement le logarithme en base 10 : log. Cette fonction est notamment tres utilisée en sciences
de I'ingénieur ou en physique.

2.2. Lafonction exponentielle

La fonction In est continue et strictement croissante sur R* et In(R* )= R. D’apres le théoreme de la bijec-
tion, la fonction logarithme népérien réalise une bijection de R, sur R. On appelle fonction exponentielle,
notée exp, la bijection réciproque de la fonction logarithme népérien.
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Proposition 2.29.

La fonction exp est définie et de classe 6! sur R. Pour tout x €R, on a:

(exp)'(x) = exp(x).

Démonstration

La fonction In est dérivable sur R* et sa dérivée ne s’annule pas sur R*, donc sa fonction réciproque est
dérivable sur R. Ainsi :

Vx €R, (exp)(x)= = exp(x).

1
(Iny(exp(x)) 1/ exp(x)

La fonction exp est dérivable sur R, elle est donc continue sur R, ce qui justifie que exp est de classe 6!
sur R. |

Remarque
La définition méme de la fonction exponentielle nous assure que : Yx € R, exp(x) > 0.

Proposition 2.30.

Pour tout (x, y)€R?, ona:

* exp(x + y)=exp(x)x exp(y); . exp(x_y)zexp(x)l_
- )= : , exp(y)
exp(x) " * lim exp(x)=0;
= Pourtout x €R, exp(x)>1+x; + lim exp(x)=-+oo0.
X—+00

* VneZ exp(x)" =exp(nx);

Démonstration
e Soient(x, y)€R, onvamontrer que: exp(x+y)=exp(x)xexp(y). On pose a =exp(x) et b =exp(y)
de sorte que : x =In(a) et y =In(b), ainsi :

exp(x +y)=exp(In(a)+In(b))=exp(In(ab))=ab = exp(x)exp(y).

1
e Larelation exp(—x)= exp(x) se déduit directement de la précédente.
X]

e On montre la relation Yn € N, exp(x)" = exp(n x) par récurrence, on en déduit que cette relation
est vraie pour n € Z.

exp(x)

exp(y)

e On étudie les variations de la fonction g : x — exp(x)—(1+ x) sur R.

e Les limites se déduisent directement des limites de la fonction In.

e Larelation exp (x — y) = est une conséquence des deux premieres relations.

Notation

On note e = exp(1). En utilisant les propriétés de la fonction exponentielle, on peut montrer que
pour tout x € R: exp(x)=e".

C’est cette notation qui sera privilégiée dans la suite.

Voici la représentation graphique de la fonction exponentielle (c’est le symétrique de la courbe représen-
tant la fonction In par rapport a la droite d’équation y = x) :
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2.3. Les fonctions puissances

Définition 2.31.

* Pour tout x €R et n € N*, on pose :

Soit n € N*, la fonction x — x" est bijective de R, dans R,. Sa fonction réciproque est appelée
«racine n-ieme » et est notée 4/-.

On va généraliser la notion de puissance a un exposant non entier.

“@- Définition 2.33.

On appelle la fonction puissance d'exposant @ € R\Z, la fonction définie sur R* par: x — x*:=
eaIn(x)

Remarque
Cette définition est cohérente avec la définition de puissance rappelée précédemment, en effet :

Vx€R, Vx ez, x" =" =",
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Proposition 2.34.

Pour tout (x, y) €R*, pour tout (&, B)€R? :

o xxB = xo+B . s (xy)=x%y%;
o (x9P=xP; —a

Démonstration
C’est une conséquence des propriétés algébriques des fonctions exponentielles et logarithme.

Remarque

On peut vérifier que pour tout x € R*, 4/X = x'/". De plus : lir})i+ xV/n = lirgl+ elnt®/n —q,
X— X—

La fonction 7%/ est donc le prolongement continu de x — x'/” sur R,.

Proposition 2.35.

Soit @ € R\Z, alors la fonction f : x — x% est de classe %! sur R* et:

VxeR?, f/(x)=ax*".

Démonstration
Pour tout x eR*, f(x)= e} f estde classe 6! sur R* comme composée de fonctions de classe 6 sur
leur domaine de définition. Ainsi :

a a
VxR’ f(x)=—e""W=—x*=qx"".
x x

Remarque
Comme conséquence immeédiate de cette proposition, ona:

e sia >0, alors la fonction x — x“ est strictement croissante sur R* ;
e sia <0, alorslafonction x — x“ est strictement décroissante sur R .

On va chercher a comparer les fonctions puissances aux autres fonctions usuelles déja introduites.

Proposition 2.36. Les croissances comparées

Pour tout (¢, B) € (R% ), on a:

. In(x)P e . lin(l]x"ln(x)ﬁzo;
— 'y X
ER o « lim |x|"e“*=0.
+ lim — =+4o00;
x—+oo xB

Démonstration
. er S P .
On va seulement montrer que 11131 — = 4090, les autres limites s’en déduisent par composition des
x—+00 X

limites et utilisation des propriétés algébriques des fonctions In et exp.

74



Chapitre 2. Compléments sur les études de fonctions

x/2

Pour cela on étudie les variations de la fonction f : x — qui est définie et dérivable sur R* comme

quotient de fonctions dérivables sur R* dont le dénominateur ne s’annule pas.
On peut montrer que la fonction f est croissante sur [2,4+00[ et donc :

Vx €[2,+o0], f(x)= f(2).

En multipliant par e*/? qui est positif, on obtient :

et e
Vxe€[2,+00[, — > —e*'~.
x 2
X
En utilisant le théoréme de comparaison, on montre que lim — =+o0. |
x—+00 X

On peut étre confronté a des fonctions puissances dont 'exposant est aussi une fonction.

Proposition 2.37.

Soient @ € R\Z, u et v deux fonctions définies et dérivables sur un sous-ensemble A de R. Si
u(x)> 0 pour tout x € 4, alors la fonction f: x — u(x)"™ est dérivable sur A.

Remarque

Pour calculer la dérivée (cette remarque est aussi vraie pour les calculs de limite) d'une fonction de la
forme f : x — u(x)"™, on utilisera la forme exponentielle f : x — e’ (voir les méthodes pas a
pas).

2.4. Les fonctions hyperboliques

Définition 2.38.

Les fonctions hyperboliques sont les fonctions définies sur R par :

VxR )= S5 st = St =

Remarque

Comme une exponentielle est toujours strictement positive, on en déduit que pour tout x € R : ch(x)> 0,
ce qui justifie I'existence de la fonction th.

Proposition 2.39.

Pour tout x € R : ch(x)? —sh(x)?> =1.

Démonstration
Pourtout x eR:
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A partir de la définition de ces deux fonctions, on obtient directement les résultats suivants :

Proposition 2.40.

* La fonction ch est une fonction paire.
= Les fonctions sh et th sont des fonctions impaires.
= Les trois fonctions hyperboliques sont dérivables sur R et pour tout x eR :

(ch)(x)=sh(x), (sh)(x)=ch(x), (th)(x)= ! =1—th(x)%.

ch(x)2
Voici la représentation graphique des fonctions circulaires :
yl yA Y A
3t 3 34
y=x
2t 2 21
y=x
1 14
3 —2 -10[ 1 2 'x -3 —2 -1 1 2 X 3 =2 -1/ g1 2 x
-1 -1 -1
—2 —2 —2
-3 -3 =3

La courbe représentative de la
fonction th.

La courbe représentative de la
fonction sh.

La courbe représentative de la
fonction ch.

On peut trouver des propriétés similaires aux formules de trigonométries (voir la partie 3) satisfaites par
les fonctions hyperboliques :

Proposition 2.41.

Pour tout (a,b)eR? :
* ch(a+ b)=ch(a)ch(b)+sh(a)sh(b);
. sh(a+b)=sl;1(a)ch(l|?])+ch(a)sh(b);
_ th(a)+th(b)
thla+b) = T @t

a
Sion pose ¢ =th(5), ona:

1+ 2

* ch(a)= :

(a) 1§tt2

* sh(a)=——;

(a) 12_tt2

* th(a)=——.

(@) 1+ 12

Démonstration

On développe les expressions en reprenant les définitions de chaque fonction.
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e Les fonctions trigonométriques et leurs réciproques

3.1. Les fonctions trigonométriques

Dans cette partie, nous allons rappeler les définitions des trois fonctions trigonométriques principales et
démontrer 'ensemble des résultats a connaitre sur ces fonctions.

311, sinus, cosinus et tangente d'un angle

Soit (0, 7,7) un repeére orthonormé direct du plan.
Soit M un point du cercle unité de centre O et
de rayon 1 de coordonnées (x, y). On note 6 une

mesure de I'angle (7, OM), on pose alors :

sin(0)
cos(0)’

cos(0)=x, sin(f)=y et tan(0) =

Remarques

e Lesfonctions sinus et cosinus sont donc intimement liées au cercle unité. On arrive a se convaincre
facilement que ces fonctions sont 27t-périodiques. C’est pour cette raison que 1'on travaillera sou-
vent « modulo 27 », on rappelle que deux réels x et y sont congrus modulo 27, s’il existe un entier
relatif k tel que x =y +2kn. Onnote : x = y[27].

o Les expressions cos(0) et sin(#) étant définies comme I'abscisse et 'ordonnée d'un point du cercle
unité, ona:

VO €R, cos(6)* +sin() =1.

C’est une relation essentielle qui est une conséquence de la paramétrisation d'un cercle.
Voici les valeurs particulieres a connaitre :

T T T s
0 0 — — — — Ui
6 4 3 2
cos(0) 1 @ Q 1 0 -1
2 2 2
sin(0) 0 1 Q \/_§ 1 0
2 2 2
3
tan(@) | 0 ‘/?_ 1 V3 0

La lecture du cosinus et du sinus sur le cercle unité (appelé également cercle trigonométrique) permet
d’obtenir un certain nombre de propriétés algébriques utiles.
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Proposition 2.42.

Pour tout x e R :

* cos(—x)=cos(x); * cos(m+ x)=—cos(x);
* sin(—;tc):—sin(x); . sin(%—x):cOS(x);

. cos(g—x)=sm(x)i . sin(g+x)=cos(x);

. cos(5+x):—sin(x); « sin(m— x)=sin(x);

* cos(m—x)=—cos(x); * sin(mw+ x)=—sin(x).

Démonstration

On peut lire toutes ces relations sur le cercle trigonométrique, sur le schéma suivant, on illustre les rela-
tions : cos(m—0)=—cos(f) et sin(r— ) =sin(H).

|
La résolution d’équations et d'inéquations trigonométriques peut étre plus compliquée qu’il n'y parait,
il est nécessaire de se représenter ces équations/inéquations sur le cercle trigonométrique. Néanmoins,
on pourra retenir le résultat suivant :

Proposition 2.43. Equations trigonométriques

Soit (x,y) € R%. Alors :
* cos(x)=cos(y) si et seulement si (x = y [27] ou x =—y [27]);
* sin(x)=sin(y) si et seulement si (x = y [27] ou x =t — y [27]);
* tan(x)=tan(y)si et seulement si x = y [x].

Exemple

Résoudre cos(2x)=

N =

T 1
On sait que cos (E) =% on en déduit que :

7 v
e soitil existe k € Z tel que 2x = 3 +2km, ce qui signifie que x = 5 +km, soit x =

I

[m].
s 7 .. s . s
e soitil existe k € Z tel que 2x = 3 +2km, ce qui signifie que x = 5 +km, soit x = 5 [m].

v v
Lensemble des solutions de cette équation est : {E +km, ke Z} u {— r +km, ke Z}.
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Proposition 2.44. Formules trigonométriques

Pour tout (a, b) € R?, sous réserve d'existence des fonctions tangentes :
* cos(a + b)=cos(a)cos(b)—sin(a)sin(b);
* sin(a + b)=sin(a)cos(b)+ cos(a)sin(b);

tan(a)+ tan(b)

1—tan(a)tan(b)’

On en déduit directement les formules suivantes :
* cos(2a)=2cos(a)’—1=1—2sin(a)?;
* sin(2a)=2sin(a)cos(b);

2tan(a)
1—tan(a)?’

* tan(a+b)=

* tan(2a)=

Démonstration

Soient a et b deux réels. Dans un repére orthonormé (O,7,7), on pose A et B les points du cercle unité
—_— _— ——

tels que: (7,0A)=a et (OA,OB)=b.

N .
On considere enfin A’ le point du cercle unité tel que : (7, 0A)=a + 5

On a alors:
OA= cos(a)’+sin(a)j, OB = cos(a+ b)T+sin(a+ b)], OA"=—sin(a)7 + cos(a)J.
On remarque maintenant que, dans le repére orthonormé (O, E‘l, ﬁ’), ona:
— — --
OB =cos(b)OA+sin(b)OA’.
On en déduit, en exprimant les vecteurs OA et O—A; dans le repere (O0,7,7) :
OB = (cos(a)cos(b)—sin(a)sin(b))7+ (sin(a) cos(b)+ cos(a)sin(b))J .

Les composantes d'un vecteur étant uniques, on en déduit les relations souhaitées.
Enfin, pour la tangente, on a:

+b
tan(a+ b) = %

sin(a)cos(b)—cos(a)sin(b) cos(a)cos(b)
cos(a)cos(b) cos(a)cos(b)—sin(a)sin(b)
tan(a)+ tan

=&

1—tan(a)tan(

Remarque
0
Pour tout § e R\{k, k € Z}, en posant t = tan(g), ona:

g 2 2t
-, o sin(0)= ——" o tan(0)=

* cos(0)= b 1o

T 1412’
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Proposition 2.45.

Pour tout (p,g)eR:
* cos(p)cos(q)= % (cos(p —q)+cos(p+ q));
* sin(p)sin(q) = % (cos(p—g)—cos(p +q));
* sin(p)cos(q)= % (sin(p + q) +sin(p —q)).
Démonstration
On vérifie directement les résultats en développant les termes de droite. |

Proposition 2.46.

Pour tout x €R, |sin(x)| < |x|.

Démonstration
Dans un premier temps, notons que si |x| > 1, I'inégalité est vraie car |sin(x)| < 1. On considére dans la

v
suite un réel x tel que |x| < 5

Soit M un point du cercle unité et A le point de coordonnées (1,0). On note x 'angle (E{, OM) de sorte

que 'arc AM soit de longueur |x|. Soit N, le symétrique de M par rapport a ’axe des abscisses. Si x est
négatif, on remarque que les points M et N sont inversés sur la figure. Dans les deux cas, la longueur du
segment [N M] est 2|sin(x)|.

Or, la longueur de la corde [N M ] est inférieure a la longueur de I'arc N?\/I, ce qui nous donne : 2|sin(x)| <
2| x|, soit : |sin(x)| < |x]|.

»

Proposition 2.47.

T
Pour tout x € ]—5, E[' [tan(x)| > |x|.
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Démonstration

»

On reprend la situation de la preuve précédente
avec les point M, N et A, on ajoute B le point d’'in-
tersection de (M N) avec I'axe des abscisses. On
construit également la tangente au cercle passant
par M et on note T son point d’intersection avec
I'axe des abscisses. On a alors : TM = |tan(x)| (on
le prouve en se plagant dans le triangle OM T rec-
tangle en M).

Par symétrie : TN = [tan(x)|. Enfin, TM + TN est

supérieur alalongueur de'arc M N, ce qui prouve
la relation souhaitée.

3.1.2. Les fonctions et leurs propriétés

Dans la suite, nous allons étudier le sinus, le cosinus et la tangente en tant que fonctions de la variable
réelle.

Proposition 2.48.

Les fonctions sin et cos sont continues sur R.
. . T
La fonction tan est continue sur R\{E +km, keZ}.

Démonstration
On va commencer par montrer la continuité de la fonction sinus. Soit a € R, en utilisant les formules de

la proposition 2.45 :
in(3)eos( 3 +)| < psin(3)
2sin| — |cos| —+a 2sin| —
2 2 2

Le théoreme d’encadrement permet de conclure que :

|sin(h + a)—sin(a)| = < <2

h
5‘=|h|.

%in& sin(h + a)=sin(a).

La fonction sinus est bien continue en a et donc sur R.

Pour la fonction cosinus, on remarque que : Vx € R, cos(x)= sin(g - x).

La fonction cosinus est continue sur R comme composée de fonctions continues. Enfin, la fonction tan
est continue sur R\{g +km, k € Z} comme quotient de fonction continues dont le dénominateur ne
s’annule pas. |

Proposition 2.49.

Les limites suivantes sont a connaitre :

. sin(x) . l—cos(x) 1
lim =1, lim——=-.
x—0 X x—0 x2 2
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Démonstration

On sait que pour tout x € ]—g, g[, [tan(x)| > |x|. On en déduit que, pour tout x € ]—g, g[, x #0,|cos(x)| <
sin(x)
Cx

. Ainsi, au voisinage de 0, on a:

|cos(x)| < sin(x) <1

La continuité de la fonction cosinus en 0 et le théoreme d’encadrement permettent de conclure que
. sin(x)

lim

x—0 X

=1.

X\2
On sait que pour tout x e R: cos(x)=1—2 sin(E) , et donc au voisinage de 0 :

1—cos(x) _2sin(x/2)* 1 (sin(x/2)\* 1
e ey

X2 X2 T2 x/2

Proposition 2.50.

Les fonctions cosinus et sinus sont dérivables sur R et :

Vx €R, (cos) (x)=—sin(x), (sin)(x)=cos(x).

i
La fonction tangente est dérivable sur R\{E +km, keZ}et:

Vx €R, (tan)'(x)= =1+ tan(x)*.
cos(x)?
Démonstration
Pour tout x € R, pour tout 7 € R*:
cos(x + h)—cos(x) cos(x)cos(h)—sin(x)sin(h)—cos(x) cos(h)—1 . sin(h)
= =cos(x)——— +sin(x) .
h h h h
On a vu précédemment que :
. sin(h) . cos(h)—1
lim———=1et lim ————— =0.
h—0 h h—0 h
On utilise ces limites pour prouver que :
. cos(x+ h)—cos(x) .
lim —————— =—sin(x).
h—0 h
De la méme fagon, on montre que :
. sin(x + h)—sin(x)
lim ———— =cos(x).
h—0 h

T
Enfin, la fonction tan est dérivable sur R\{ 3 +km, ke Z} comme quotient de fonction dérivables dont le

dénominateur ne s’annule pas. La formule de la dérivée est une application de la dérivation d'un quotient.
|
Voici la représentation graphique des trois fonctions trigonométriques :

Remarque
La fonction cosinus est une fonction paire. Les fonctions sinus et tangentes sont des fonctions impaires.
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Yo e y
1}

/N VAN /’T\ N
S N N

-1
La courbe représentative de la fonction sin. La courbe représentative de la fonction cos.
| | y “ | |
| | 3 | |
| | | |
| | 2 | |
| | | |
| | 1 | |
| | | |
| | | | -
i SO v g
. _ _ T
27 > T 7/ 2 T 3 o
| | | |
| | —2 | |
| | | |
| | | |
| | _3 | |
| | | |

La courbe représentative de la fonction tan.

3.2. Les fonctions trigonométriques réciproques
3.2.1. Lafonction arcsin

T
La fonction sinus est continue et strictement croissante sur 'intervalle [_E’ 0 ] Limage de cet intervalle
par cette fonction est [—1,1]. D’apres le théoreme de la bijection, la fonction sinus réalise une bijection

T
de [_E' E] sur [—1, 1]. On note arcsin sa bijection réciproque.

Proposition 2.51.

Par définition de la fonction arcsin, on a :

Vxe [—g, g], arcsin(sin(x))= x et Yy €[—1, 1], sin(arcsin(y)) = y.

Remarque
En particulier, ona:

e arcsin(0)=0 e arcsin V3 _r
. (1 us 2 3
e arcsin )7 g
e arcsin(1l)=—
(V2) = W=7
e arcsin| — |=—
2 4
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Proposition 2.52.

La fonction arcsin est dérivable sur l'intervalle |—1,1[ et :
1
Vi—=x2

Vx €]—1,1][, (arcsin) (x)=

La fonction arcsin est strictement croissante sur [—1, 1].

Démonstration
C’est une conséquence du résultat de dérivation de la réciproque d'une fonction bijective. |
Voici la représentation graphique de la fonction arcsin :

YA

B

|
(SE]

y

t

Remarque
La fonction arcsin est impaire.

3.2.2. Lafonction arccos

Lafonction cosinus est continue et strictement décroissante sur 'intervalle [0, 77]. Limage de cet intervalle
par cette fonction est [—1, 1]. D’apres le théoreme de la bijection, la fonction cosinus réalise une bijection
de [0, ] sur [-1,1]. On note arccos sa bijection réciproque.

Proposition 2.53.

Par définition de la fonction arccos, on a:

Vx €[0, 7], arccos(cos(x)) = x et Vy € [—1, 1], cos(arccos(y)) = y.

Remarque
En particulier, on a:

T
e arccos(0)= 7
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Proposition 2.54.

La fonction arccos est dérivable sur l'intervalle ]—1,1] et :

—1
Vi=x2'

La fonction arccos est strictement décroissante sur [—1,1].

Vx €]—1,1][, (arccos) (x)=

Démonstration
C’est une conséquence du résultat de dérivation de la réciproque d'une fonction bijective. [ ]
Voici la représentation graphique de la fonction arccos :

Ya

T+

<Y

Proposition 2.55.

Pour tout x €[—1,1],0on a:

s
= arcsin(x)+ arccos(x) = 5 ; = arccos(x)+ arccos(—x)= 1.

Démonstration

e On considerelafonction f : x — arcsin(x)+arccos(x) qui est définie et dérivable sur ]—1, 1[ comme
somme de fonctions dérivables sur ]—1,1[.On a:

Vxel-1,1], f'(x)= + =0.

85



Maths MPSI-MP2I

La fonction f est donc constante sur I'intervalle ] —1,1] et :
T
Vxe]l—-1,1], f(x)=f(0)= 5

On vérifie enfin que cette égalité reste vraie pour x =1 et x =—1.
e On considere la fonction g : x — arccos(x) + arccos(—x) qui est définie et dérivable sur |—1,1[
comme somme de fonctions dérivables sur |—1,1[.Ona:

—1 1
= +
V1i—x2  /1—(—x)
La fonction g est donc constante sur l'intervalle ]—1,1[ et :

Vxe]—1,1], g(x)=g(0)=.

Vxel—-1,1[, g'(x) =0.

On vérifie enfin que cette égalité reste vraie pour x =1 et x =—1.

3.2.3. Lafonction arctan

T
La fonction tangente est continue et strictement croissante sur I'intervalle ]—E, ) [ Limage de cet inter-
valle par cette fonction est R. D’apres le théoreme de la bijection, la fonction tangente réalise une bijection

T
de ]_E' E[ sur R. On note arctan sa bijection réciproque.

Proposition 2.56.

Par définition de la fonction arctan, on a :

Vxe ]—g, g[, arctan(tan(x)) = x et Yy €R, tan(arctan(y)) = y.

Remarque
En particulier, on a:
e arctan(0)=0

.ammq¢a:§

T
e arctan(l)= 1

Proposition 2.57.

La fonction arctan est dérivable sur l'intervalle R et :

1
Vx €R, (arctan)(x) = .
(arctan) (x) = T——
Notons que arctan est strictement croissante sur R.
Démonstration
C’est une conséquence du résultat de dérivation de la réciproque d’une fonction bijective. [ ]
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Voici la représentation graphique de la fonction arctan :

Remarque
La fonction arctan est impaire.

Proposition 2.58.

Pour tout x eR*, ona:

1 v
arctan(x)+arctan| — | = —.
X 2

Démonstration
1
On considere la fonction f : x — arctan(x)+arctan ( ;) qui est définie et dérivable sur R* comme somme

de fonctions dérivables sur R*, ona:

1 —1/x2 1 -1
= = =+ =0.
1+x2 1+4+1/x2 1+4+x2 x2+1
La fonction f est donc constante sur I'intervalle R* et :

VxeR., f(x)=f)=7.

VxeR:, f'(x)

Remarque
Pour x eR*,ona:

1 s
arctan(x)+arctan| — |=——.
X 2

RETROUVEZ ICI LA SYNTHESE
DE CE CHAPITRE A TELECHARGER

www.lienmini.fr/40872-B
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METHODES PAS A PAS

Méthode 1. Dresser le tableau de variations d'une
fonction.

Conseils méthodologiques

Connaitre le tableau de variation d’'une fonction est utile pour deux situations particuliéeres que nous
détaillons dans les deux exemples.

Application de la méthode : déterminer des extremums.

In(x
Déterminer le maximum de la fonction f : x — %

La fonction f est définie et dérivable sur R* (comme quotient de fonctions dérivables sur R*, le dénomi-
nateur ne s’y annulant pas). De plus :

_xx1/x—In(x) 1—In(x)

- x2 - x2 .

Un carré étant toujours positif, f/(x) est du méme signe que 1 —In(x). On étudie le signe de cette expres-
sion: 1—In(x)> 0 <= In(x) < 1 <= x < e. Notons que (le calcul de ces limites sera présenté ultérieure-
ment) :

VxR, f'(x)

lim f(x)=—o00, xl_ig)()f(x)=0, fley=e™.

x—0t+

On en déduit le tableau de variation de f :

X 0 ® +00o
) + 0 -
e—l
f(x)
- / \ :

La fonction f admet e™! pour maximum atteint pour x =e.
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Application de la méthode : démontrer des inégalités.

Montrons que pour tout x € R, sin(x) < x.
On considere la fonction g : x — x —sin(x), définie et dérivable sur R (comme différence de fonctions
dérivables sur R). De plus :
VxR, g'(x)=1—cos(x).
Un cosinus prend ses valeurs dans I'intervalle [—1, 1], donc g’(x) est toujours positif.
La fonction g est croissante sur R et g(0) = 0. on en déduit que :

VxeR,, g(x)>g(0) < x —sin(x)>0 < sin(x) < x.

Méthode 2. Réduire le domaine de définition.

)

Quand on a déterminé le domaine de définition d'une fonction, il peut étre judicieux d'étudier
la parité, ou la périodicité de cette fonction. Ces propriétés permettent de réduire le domaine
d'étude et de conclure avec des propriété de symétries (pour la parité) ou de translation (pour
la périodicité)

Application de la méthode

ex

Etudier la fonction f : x — ———.
(ex+1)2

La fonction f est définie et dérivable sur R (comme quotient de fonctions dérivables sur R dont le déno-
minateur ne s’annule pas). De plus, f est une fonction paire, en effet son domaine de définition est symé-
trique par rapport a l’origine et :

@ @

VEER f0)= (o e T oo a1y

On va simplement étudier cette fonction sur R, :

, e‘(e*+1)?—2e**(e*+1) e (1—e")
VxeR, fx)= (er+ 1) ETS

On en déduit que :
Vx€eR,, f(x)<0.

La fonction f est donc strictement décroissante sur R ..

Calculons la limite en +00 : .

. . €
xE?m f(x) - xlalinoo eZX(]_ + e—JC)Z =0.

En utilisant le fait que f est paire et donc que I'axe des ordonnées est un axe de symétrie, on en déduit le
tableau de variation de f surR:
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o o :
Conseils méthodologiques
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[ Jele)

10 min.

20 min.

[ ] 1©)

15 min.

15 min.

Vrai ou Faux

Vrai  Faux
a) Toute fonction définie sur R étant 3-périodique et 2-périodique est O O
1-périodique.
b) Toute fonction continue sur un intervalle I est dérivable sur I. [} [}
c) Iln'existe pas de fonction a la fois paire et impaire. O O
d) Lafonction sinus est 47-périodique. O O
e) cos(x)=cos(y)sietseulementsix=y[27]. [} [m}
1
f) Pour tout (x, y) € R?: ch(x)ch(y) = 3 (ch(x +y)+ch(x— y)). O [}
g) Pour tout x € R : tan(arctan(x)) = x.
h) Pour tout x €R : arcsin(sin(x)) = x.
2ch(x)? —sh(2 1+e2*
i) En cas d’existence, ch(x)" —sh2x) _ © [m} [m}

x—In(ch(x)—In(2)  In(1+e-2%)

Exercices d'application du chapitre 2

EXERCICE 1

Montrer que : Y(x, y) € (Rj)z ) ln(

EXERCICE 2

Résoudre sur R les équations suivantes.

x+y ) - In(x)+1In(y)
2 - 2 '

1. ch(x)=2; 3. xVE=(/3)%;
2. cos x—z)zsin(Zx—E)' 4. arcsin(x) = arccos(x).
4 4

EXERCICE 3

Montrer que :

1
1. Vx €R,, arctan(sh(x)) = arccos ( ch(x) )

2. Yx €R, arctan(th(x))= % arctan (sh(2x)).

EXERCICE 4

L X x—1)\*
Etudier la fonction f :x»—»( P )
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10 min. Représenter graphiquement la fonction f : x — arcsin(sin(x)).

15 min. 3
Résoudre sur R I'équation arctan(x)+ arctan(x3) = Vi

[ T Joll EXERCICE 7

10 min. 1 1 1
Calculer arctan ( 5) +arctan ( 3) +arctan ( 5)'

Bl EXERCICE 8

5 min.

1 +th(x))" _ 1+th(nx)

Montrer que, pour tout x € R, pour tout n € N*, on a: = .
due.p P (l—th(x) 1—th(nx)

Exercices d'approfondissement du chapitre 2

Lol EXERCICE A

10min. frouver la plus grande valeur de %/7 pour tout 1 € N*.

LSl EXERCICE B
1

15 min.

Soit f: x — )’

Etudier I'ensemble de définition et les variations de f en précisant les limites aux bornes.
Montrer que la restriction de f a R, est une bijection. On note f~! la réciproque.
Donner les variations ainsi que les limites aux bornes de .

Tracer les courbes représentatives des deux fonctions f et f~.

Expliciter la fonction .

LSl EXERCICE C|

15 min.

Al o

4
T s
2. Pourtout x € R\{ 3 + kZ, ke Z}, exprimer tan(4x) en fonction de tan(x).

1 1 b
1. Montrer que arctan(z) + arctan(g) =—.

s 1 1
3. En déduire la formule : . =4arctan ( g) —arctan (—)

239
odill EXERCICE D |

5 min. T 1
1. Montrer que pour tout x € [0, 1] : arcsin(y/x) = 1 + 3 arcsin(2x —1).

2. Retrouver ce résultat en utilisant les formules de trigonométrie en posant x = sin(u)?.

L Ldsll EXERCICEE |

15 min. 1. Soienta et b deuxréels de sorte que tan(a), tan(b) et tan(a—b) soient bien définis. Exprimer tan(a—
b) en fonction de tan(a) et tan(b).
2. Soit p e N. Calculer arctan(p + 1)—arctan(p).

). En déduire la limite de la suite (S,),,ex-

n
1
3. Pourtout n €N, calculer S, = arctan| ————
" kzz(; ( k2+k+1
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"YY I EXERCICE F

40 min. 1. (a) Montrer que pour tout 8 € R\{an, ke Z} et pour tout n € N*:
ﬁcos( 0 )_ sin(@)
1 2k ) 2nsin(6/2n)
(b) Pourtout 6 € ]R\{Zkrf, ke Z}, montrer que :

) 1 ( 0 ) sin(0)
lim cos| — |= .
1

n—+00 & Zk 9

(c) Que se passe-t-il avec cette égalité si 6 € {2k7‘:, ke Z}.

T
2. Montrer que pour tout x € ]0, E[ :

| xy 1 1
lim —tan(—):—— .
n—rtoo &= 2k 2k x tan(x)

Probleme

e00 [ AR Autour de la fonction argth

60 min. Lebut de ce probléme est d’étudier quelques propriétés de la fonction réciproque de la fonction tangente
hyperbolique.
Partie A - La fonction tangente hyperbolique

1. Etudier les variations de la fonction tangente hyperbolique. Dresser son tableau de variation et
calculer les limites aux bornes de son domaine de définition.

2. Montrer que th induit une bijection de R sur |—1, 1[. On appelle argument tangente hyperbolique,
et on note argth :]—1, 1[— R sa bijection réciproque.

Partie B - La fonction argument tangente hyperbolique

1. Montrer que la fonction argth est dérivable sur ]—1,1[ et :

Vx €]—1,1], (argth)(x) = T

2. Pour tout y €]—1, 1], résoudre I'équation th(x) = y. En déduire I'expression de argth(y).
3. Enutilisant Python, représenter sur un méme graphique les courbes représentatives de th et argth.

Partie C - Application

Dans cette partie, on propose trois facons différentes de simplifier I'expression de la fonction définie par:

Flx)= argth(gx +x3).

1+3x2

1. Déterminer le domaine de définition de f.
2. (a) Exprimer pour tout a € R, th(3a) en fonction de th(a).

(b) En déduire pour x €]—1, 1], une expression simplifiée de f(x).
3. (a) Pourtout x €]—1,1], calculer les dérivées de f et de h : x — 3argth(x).

(b) En déduire pour x €]—1, 1], une expression simplifiée de f(x).
4. Utiliser 'expression obtenue dans la question 2 de la partie B pour trouver une expression simpli-

fiée de f(x).
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Corrigés des Vrai/Faux

a) Vrai. On vérifie que f(x +1)= f(x +3—2)= f(x +3) = f(x).

b) Faux. La fonction valeur absolue est continue en 0 mais n'y est pas dérivable.
¢) Faux. La fonction nulle est paire et impaire sur R. D’ailleurs, c’est la seule!

d) Vrai. Elle est 2rt-périodique, donc en particulier 2k7-périodique avec k € N*.
e) Faux. cos(x)=cos(y) si et seulement si ( x=y[2r]loux=—y [271]).

f) Vrai, il suffit de développer I'expression de gauche.

g) Vrai, par définition.

h) Faux. Cette égalité n'est vraie que pour x € [—g, g]

i) Vrai. Il suffit de développer le calcul.

Corrigés des exercices d'application

EXERCICE 1

Soit y € R*. On considére la fonction f: x — ln(

x+yy In(x)+1In(y)

qui est définie et dérivable sur R*

comme composée et combinaison linéaire de fonctions dérivables sur R . Ainsi :

1/2 1 xX—y

VxeR, flx)=—————=——"—.
o [1) (x+y)/2 2x 2x(x+y)

Comme x et y sont strictement positifs, f/(x) est du méme signe que x — y, on en déduit le tableau de
variation de f :

X 0 y +00o
f(x) - 0 +
0

On en déduit que pour tout x € R*, f(x) >0, ce qui prouve I'inégalité souhaitée.
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EXERCICE 2
e*+e*

1. Ona:ch(x)=2<= —5 = 2 < e**—4e*+1=0.0npose X = e* etonrésout!’équation du second

degré : X>—4X +1 =0 qui admet deux racines réelles strictement positives : X; =2—+/3 et X, =2+ /3.
On revient a la variable de départ :

ch(x)=2<=)(e"=2—«/§0ue"=2+@4=)(x=ln(2—1/§) 0ux=ln(2+1/§)).

Léquation admet donc deux racines distinctes : In(2—+/3) et In(2 + v/3).
s
2. Rappelonsque:VYx €R,sin(x)=cos (5 = x). On va utiliser cette relation pour se ramener a une égalité

i i s /s 3n
cos(x——)=s1n(2x——)<=>cos(x——)=cos — —2x |.
4 4 4 4

entre deux cosinus :

On en déduit que :
s . s w  3r s 3n
cos(x——)=s1n(2x——)(=)(x—— =——-2x+2kmoux——=2x——+2km, avec keZ).
4 4 4 4 4 4

En conclusion, les solutions de I'équation sont les réels x tels que :
T 2km T
x=§+T oux=§+2k7'c, avec k € Z.

3. Notons dans un premier temps que I'équation n’a de sens que pour x € R*. On passe par la forme
exponentielle pour la résolution :

XV = (V) = VT = XD,

On utilise ensuite I'injectivité de la fonction exponentielle :

) -

1V =(v/x)* < vxIn(x) = xIn(vx) <> Vx In(x) = gln(x) — ﬁln(x)(l -

Comme x est strictement positif, +/X est non nul, soit :

xV*=(vx)" < (In(x)=00u vx=2)<>(x=1oux=4).

T
4. Cette équation n’a de sens que pour x € [—1,1]. Comme arccos(x) € [0, 7] et arcsin(x) € [0, E]’ on
T
en déduit que arccos(x) et arcsin(x) sont dans l'intervalle [0, P ] Par injectivité de la fonction sin sur cet
intervalle, on a:
arcsin(x) = arccos(x) < x = sin(arccos(x)).

On va chercher a simplifier I'expression sin(arccos(x)). On rappelle que arccos(x) € [0, 7], de sorte que
sin(arccos(x)) > 0, ainsi :

sin(arccos(x)) = v/1— cos(arccos(x)2 = v/1— x2.

On est donc amené a résoudre I'équation : x = v'1—x2. Linconnue x est donc forcément positif, on peut
passer au carré :

V2
x=v1—x2(=>(x20etx2=1—x2)(=)x=7.

Finalement, 'équation admet une unique solution : =
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EXERCICE 3

1. On considere la fonction f : x — arctan(sh(x))— arccos(chtx)) qui est définie et dérivable sur R,
comme somme et composées de fonctions dérivables. On a :
, ch(x) (=1) —sh(x)
VX ER )= T e~ T 1/oh(e ch(x)?
ch(x) ch(x) sh(x)
1 +sh(x)? a +/ch(x)2—1 ch(x)?
ch(x) 1  sh(x)

“ 1+sh(x)?  [sh(x)| ch(x)?
On utilise alors le fait que la fonction sh est positive sur R, et la relation :
Vx €R, ch(x)’—sh(x)*=1.

On trouve alors : f’(x)=0.
La fonction f est donc constante sur l'intervalle R, et:

VxeR,, f(x)=f(0)=0.
2. Soit x € R, alors th(x) €] —1, 1[. La fonction tan est bijective de ]—g, %[ sur |—1,1], il existe donc un
unique 0 € ]—%, g[ tel que th(x)=tan(@). Alors :

h 0
T =S = 1;;;(;))6)2 - 12251(()9)2 — tan(20).

1
Finalement : arctan(th(x))= 0 et P arctan(sh(2x))= 6, d’ol1 la relation souhaitée.

Remarque
On pouvait également utiliser une étude de fonction.

EXERCICE 4

Pour commencer, on repasse a la forme exponentielle :

f(x):exp(xln(x;l)).

A . . . X
Ainsi, f(x) existe si et seulement si

2 =]—00,0[U]1, +o0[.
[ est dérivable sur 7, comme composée de fonctions dérivables et pour tout x € 7 :

f(x)= (ln(l— %)+ ﬁ)f(x).

1 1
On est donc amené a étudier le signede g : x — In (1 = —) 4 P g estune fonction définie et dérivable
x) x—

>0 <= x €]—00,0[U]1,+0c9[. Le domaine de définition de f est

sur 7y et:
1
Vxez;, g'(x) :_—x(x— R
Calculons les limites : xligiw g(x)=0et leir+nOO g(x)=+o0.
On peut ajouter que }1_)r(r)17 g(x)=+oo et }Lr% g(x) = +oco méme si nous n'en avons pas besoin pour cet
exercice.
On en déduit le tableau de variation de g :
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La fonction g est donc toujours positive sur %, ce qui permet trouver le signe de f” et les variations de f.
On va s'intéresser aux limites maintenant :
e Limite en —o0.
On pose u =—— de sorte que lorsque x tend vers —oo, u tend vers 0. On a donc :
X
1 In(1+u
lim xln(l - —) = lim—g =—

X——00 X u—0 u
Par composition des limites, ona: lim f(x)=¢e™.
X——0Q

On procede de la méme fagon pour trouver la limite en +0o qui est aussi e™!.
e Limiteen0~.
On pose X =—x de sorte que lorsque x tend vers 0, X tend vers 0". On a donc :

1 1 X+1
lim xln(l— —) = lim —Xln(l—}- —) = lim —Xln(—) = lim —XIn(1+ X)+ X In(X)=0.
x—0~ X X—0+ X X—0* X X—0+
Par composition des limites, on a : lirél flx)=1.
x—0—
e Limiteen 17. .
Ona: lim xIln 1——):—00.
x—1t+ X
Par composition des limites, on a : lir{l+ f(x)=0.
X—
X —oQ 0 1 +00
f(x)
f
e! e!

-4 -3 —2 -10] 1 2 3 4 x
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EXERCICE 5

Notons dans un premier temps que pour tout x € R, sin(x) € [—1,1] et arcsin est définie sur [—1, 1], donc
[ est définie sur R. On remarque également que f est 2-périodique (c’est une conséquence du fait que
la fonction sinus est elle-méme 27-périodique). On peut restreindre 'étude a un intervalle de longueur
2.
De plus,ona:VYx eR, f(r— x)=arcsin(sin(r — x)) = arcsin(sin(x)) = f(x).

T

On en déduit que la droite d’équation x = 2 est un axe de symétrie de la courbe. On peut donc restreindre

n T
le domaine d’étude a 'intervalle [_E' E] En effet, 'axe de symétrie nous permettra de trouver le reste

de la courbe sur une période, et le caractere périodique de cette fonction nous permet de trouver le reste
de la courbe par translation.

T T
Par définition, pour tout x € [—E, 7 ], ona: f(x)=arcsin(sin(x)) = x. On en déduit directement le graphe

de la fonction f :

FEE Y TSN
=]

On étend la courbe sur une période par symétrie

EXERCICE 6

Léquation est bien définie pour tout x € R. Procédons par analyse-synthese.
" 5 02 5 3 37
Analyse : Soit x une solution de I’équation, alors :tan(arctan(x)+ arctan(x”)) =tan =/
On utilise la formule de la tangente d'une somme :
B+x x(x2+1)

— =l ——————— =1
ll=ge% (I—x2)(1+ x2) 1—x2

=—1lx*—x—1=0.

+v/5 1—+/5
et .

On résout cette équation du second degré qui admet deux solutions réelles :

Synthése : On va étudier la fonction f : x — arctan(x)+arctan(x?®). C’est une fonction définie et dérivable
sur R, comme composée de fonctions dérivables, et :

1 3x?
X€R, fl(x)=——+——>0.
¥ Fx) 1+x2 14x6

La fonction f est donc continue et strictement croissante sur R, de plus :

. T T .
xgglwf(x)—§+§—net xliglmf(x)__E_E =—Tr.

D’apres le théoreme de la bijection, f réalise une bijection de R sur |—, 7[.

31
Léquation f(x) = T admet donc une unique solution dans R. Dans I'analyse on a trouvé deux candi-
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31
dats pour cette solution, il faut en exclure un. Remarquons que f(0)=0 < 7 comme f est strictement

croissante sur R, la solution de I'équation est forcément positive.

1++45
>

Pour conclure, cette équation admet une unique solution :

EXERCICE 7

1 1 1 1
Dans un premier temps, on peut remarquer que:0< — < - < - < —.
p p p quer q 8°5°2°/3
En utilisant la stricte croissance de la fonction arctan sur R, on a:
0 < arctan 5 )+arctan( 7 ) + arctan § ) <3aretan( <= )= 3 =
<arctan| - |+arctan| — |+arctan| — arctan| — |=—=—.
2 5 8 V3 6 2
On peut calculer la tangente de cette expression. La formule donnant la tangente d'une somme permet
de montrer que :

tan(a)+ tan(b)+ tan(c)—tan(a)tan(b)tan(c)

tan(a+b+c)= 1—tan(a)tan(b)—tan(a)tan(c)—tan(c)tan(b)

On applique cette formule a la somme précédente pour trouver :

1 1 1 T
tan(arctan(—)+arctan(—)+arctan(—)) =1 =tan(—).
2 5 8 4

On en déduit alors que :

1 1 1
dkeZ, arctan(—)+arctan(—)+arctan(—) = z + k.
2 5 8 4

1 1 1 T
On avu que arctan(—) AF arctan(—) +arctan(—) € [O, —], ainsi :
2 5 8 2
arctan( — |+arctan| — |+arctan| — | = —.
2 5 8 4
EXERCICE 8

of e 2ex 2e~* 1+th(x
Soit xeR,ona:1+th(x)=1+ = et1—th(x)= . On en déduit que : — ( )=
erter evt+e* erte 1~ th{x)
. . 1+th(x))" 1+th(nx)
=e2*, Final t:VneN, (—) =) =err=——""-
5 = ¢ Finalemen Vn 1—th(x) (e*)" =e 1—th(nx)

Corrigés des exercices d'approfondissement

EXERCICE A

On rappelle que, pour tout 7 € N*: 4/ = n'/". On va étudier la fonction f : x — x/* = e"™®)/* définie et
dérivable sur R* comme composée de fonctions dérivables. On a:

1—In(x)
X2

Y ER:, f/(x)= eln®)/x

On en déduit que f’(x) est du méme signe que 1 —In(x)et: 1 —In(x)>0<= x <e.
On en déduit le tableau de variation suivant :
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La fonction f admet donc un maximum en x = e € [2, 3], ce qui signifie que la valeur maximale de /7 est
atteinte pour n =2 oun =3.
On doit donc comparer v/2 et /3.

g 3
On saitque 2 < 7 par croissance de la fonction racine carrée sur R, on déduit que v/2 < 3 etvZ =242 <

&

La stricte croissance de la fonction cube sur R, nous assure que : v/2 < {/3. La valeur maximale de %/72 est
donc ¥/3.

EXERCICE B

1. f(x) existe si et seulement si ch(x) # 0, ce qui est vrai pour tout x € R. La fonction f est donc définie
sur R. Elle est continue et dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur
ne s’annule pas et :

sh(x)

ch(x)?”

Un carré étant toujours positif, f/(x) est du signe de —sh(x). Notons de plus que :

lim f(x):xljgnwf(x)ZOetf(O): 1.

x—+00

VxeR, f'(x)=—

On en déduit le tableau de variations de f :

X —0Q 0 +00
f(x) + 0 =
1
0 0

2. Lafonction f est continue (car dérivable) et strictement décroissante sur R,.

De plus f(R,)=]0,1]. D’apres le théoréeme de la bijection, f réalise une bijection de R, sur |0, 1].

3. La fonction réciproque ' a les mémes variations sur son domaine de définition que la fonction f
sur R, on en déduit qu’elle est strictement décroissante sur |0, 1]. De plus, par symétrie, on a:

f')=o0et Lilréf’l(x):—koo.

4. Voici les courbes représentatives des deux fonctions f et f~! en respectant les informations précé-
dentes et la symétrie par rapport a la droite d’équation y = x :
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